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Vorrede. 

Die voi'liegende zweitc Auilage ties erslen Baiides der analy- 
tisclieii GcomelriG dcs Raumes nach G. Salmon darf als cine 
vielfach verbesserle und vermehrie bezeiclinet werden, obwoli! 
ihr Unifang den der ersten Auflage nichl uliersteigt. Der Raum 
fur das Neue ist durch die Beseiligiing alles Enlbehrliclien be- 
schafft worden, 

Es ist liinzugekoinmen die EntwickeUing der Iioraogenen Coor- 
dinalen des Punktes und der Ebene aus dem Doppelvisrhaitniss 
mil den bequemen und allgemeinen Construclioiien der bezug- 
lichen Elemenle; die Lehre von den sechs Coordinaten der gera- 
den Linie in voUkommener geomelriacher Durchsichtigkeit, nebst 
ihrer Verwendung zur Darstellung der als Complex, Congruenz 
und Regulus benannlen Gesammtheiten yon Geraden, welche dann 
im Laufe der Eiitwickelung vielfach begegnen; die directs Ablei- 
Uing des anaiytischen Ausdrucks der projeclivischeo Beziehungen; 
die geometrische Deutung der Coefflcienten einer allgemeinen 
linearen Substitution; die kurzeUntersuchung derCollineation und 
Reciprocilat der RSumc im allgemeinen, sowie in den besonderen 
Fallen der Involution, also nach der bekannten Terminologie der 
Geometrie der Lage in den FMIen des centnscben und des 
geschaart involutorischen Systems und in denen des Polar- und 
des Nullsystems. Der Tbcoric der Invarianten und Covarianten 
der Sysleme zweiten Grades ist ein eigenes ausgedebntes liapilel 
gewidmet und dieselbe in systematischer Weise vervollstandigt 
worden; das Flacbenbundel zweiten Grades und der allgemeine 
Strahleucomplex zweiten Grades haben dabei eine nahere Behand- 
■luog gefunden. Veranderungen der Anordnung und kleine Erwei- 
terungen finden sicb, wie in den nieisten Ttieilen des Buches, so 
besondei's aucb in dem der Tbeorie der Focalpunkte and der 
confocalen Fliichen gewidmeten Kapilel. 

Ich boffe, man wird finden, dass alle diese Veranderungen 
dem einen Zwecke dienen, der ganzen Enlwickelung in er- 
hobtem Maasse jenen Cbarakter geometrischer An- 
schaulicbkeit und const ructiver Deutlicbkeit zu geben, 
der G. Salmon's analytisch-geometrisclie Schriften anszeichnet und 
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sie SO vorziiglich geeignet inaclil, zur Aneigniing der moilernen 
allgemeinen Mellioden anziileiten, die aus der Diircli- 
driiigung der algebraisclienOiitei'suchung unit ilenAn- 
schauungen der Geometrie tier Lag e enlspruiigen siod. 
£s sei erlaubl, als eiii Iteispiel dafur die Enlwicbelung der Tiieo- 
rie der Focalpunkte und Focalkegelsctinilte tiervor zu liebeii, in 
welcher nach Mac Cullagh's (1836), Chasles' (1837) und Salmon's 
(1842) ejgeiien EnCdeckungen die Idetitilat der beiden allgemeinen 
AuCTassuDgen der Focaipunkle — als Sctieilel von involutorisclien 
Biindeln harmoniscber Polaren mit unendlich vieleu (in eiu Strab- 
lenhtischel und einen Einzelslrahl vertlieUten) orthogonalen Tri- 
peln, und der FocaikegelsrliiiiUe als der sidi selbst en tap re cb en - 
den Curven der bezfiglichen orlhogonalen Polarsysteme in den 
Hauplebencn und als der Doppelcurven und Selbsldurcbdringungen 
der developpabein Flache, die der Fliiche zweiten Grades und 
dem imaginaren Kugelkreis im Unendlichen gemeinsam uNscbrie- 
ben ist, auf das Einleuchlendsle heraus gearbeitet wird — unter 
dem Nacbweis zugleicb aller wiclitigslen Eigensebaften des Systems 
der Confocalen; denn gerade dieses Beispiel ist ungeacbtet der 
Pulle des Gegebenen nocb reicblicher Ausfiilirungen fahig. Das 
Bucb will aber iiberhaupt nirgends ersclidpfen, jedocb uberall in 
den Kern der Sacbe einfilbren. Danim widme icb ibm gem aucb 
weiter meine Arbeit. Eben desbalb hoffe icb aucb, dass es sich dio 
Tbeilnabme des maibemaliscben Publlciiras in nocb nacbsendem 
Maasse erwerben und auf lange bin erballen nerde. 

Ich muss schliesslich envShnen, dass icb der Fremidscliaft 
des Verfassers die Kenntuiss der kleinen Veranderungen verdanke, 
durcb welcbe die bevorstehende dritte Ausgabe der Originals sicb 
von der zweiten unterscheideii wird; und icb will aucb an dieseni 
Orle Herrn Prof. Gundelflnger fur die giitige Miltbeilung seiner 
Untersucbung iiber das Flacbenbundel zweiten Grades meineii 
Dank sagen, welcbe in Art. 236., 237. benulzt ist. 

Die analjliscbe Geometrie der Curven im Ratime und der 
algebraischen Flachen hoffe idi in ibrer erneuerlen Gestalt in 
niicbster Zeit darbieteo zu konnen. 

Hirslanden bei Zurich, Februar 1874. 

Dr. Willi. Fiedler. 
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Verzeiclmiss beraerktei* Drucif'eliler. 



:> „ SI reclits ebene statt linie. 

1 lies Fig. 5 atatt Fig. 4. 

5 Zeile 11 V. o. lies Ix^ -J- 7«,V; + i:, — 

i „ 13 V. n. „ c,.j = - t.,,., 

1 „ 6 V. o. liea V = 

5 „lv.u.„~(p - 

„ a „ „ „ — (i — 

S „ 13 V. n. lies ^, 2 atntt A, 2. 
^ „ 17 V. o. „ Einh. Ebeue. 

2 „ 15 V. 0. fehit „fui- R ala Hoke Seite < 

lalion 3) im Art. 61." 
S Uebersclirift, lies Oeradeu statt Gradtti. 

3 Zeile 6 v. o. lias o,,' b„'. 

3 Ueberschrift, lies Ebenen. 

4 Zeile 6 v. o. lies hyperboliache. 
2 „ 6 V. u. lies ") Btatt "). 

7 „ 9 V. o. „ weloher. 

9 „ 12 V. o. fehlt die ZifFei' '*). 

9 „ 20 lies {o,siB,a:g + ag^a:,^^). 

„ 12 V. u. fehlt hei Chasles die Ver. 

7 in der Uebersclirift lies Atlgeineine. 

7 Zeile 19 v. u. lies auf ein sii^h selbst < 
i „ 5 t. 0, lieas ~ 3 (P« + y') a" j?» y' , 
}| „ 19 V. u. lies welvbes. 

8 und 257 in der Uebersobiift lies Art. 2 
B Zeile 9 v. u. lies Placheu. 



Nachtrag zum Druckfehlerverzeichnisa der „Kegel- 
schnitte" 3. Aufl. 



8 Zeile 1 v. o. 1 



der Linie PQ und F'Q'. 
Winltel QAB. 



y Google 



3ite 62 Zf 


iile 10 V 


. o. lies ;,«, - ;,«,. 


„ S3 


T . 


, „ „ na, — la,. 


„ 64 , 


„ 8 .. 


, u. ,, a, — liCi. 


65 


,. 17 , 


, 0. „ A, — *Aj. 


72 


8 , 


, u. „ «,K,-i-fl,«,. 


74 


^ 1 




75 
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', u. ',' -1^ c^a X.- ' 


" 89 


8 . 


, 0. erste Pormcl, lies a:/ statt a;/'. 


89 


8 , 


, «. lies-F^a^r. 
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., 279 , 
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, 11 , 
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, „ Uea i» statt £=. 
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„ 605 
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5 > 


, „ „ S'S" cos' e'. 
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{ (s 5. - a. s ) 
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St el B I nter J le Etpo e ten 
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„ 520 
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dcT Dete tn nanle list, statt X4. 


„ 602 
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a +Art Soda lei, n 7e le uud 3 
j= e 1 ^_,2 e_ _^(26-u)i. 



- = e. (Vergl. Alt. 368.) 
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I. Kapitel. 

Der Paiikt; Theorie dev !Projectionen und Trans- 
fon-Dation der Ooordinatcn. 



Iiaben ivir nun eine dritte 
i-ig. 1. 




3 P offcnbHi' 



1. Wic die Lage eines Punktes C in eiiier Ebene beslimmt 
wird, indem man ihn aiif zwei in dieser Ebene gelegene Coor- 
dinatenaxen OX, OY bezielit, i»t bdiannt. dm die La) 
Punktes P im Kaume zu bestimmcn 
Axe OZ zu den beiden schon 
vorhantienen hinzuzuriigen, weU 
che nichl in ihrer Ebene liegt. 
Wenn wir clanii die der Linie OZ 
[tarallei gemessene Entfeninrig z 
desPiinktesi'von derEbene^OF 
und die Coordinaten x und y des 
Punktes C kennen, in welchem 
die durch P gehende Parallels 
zu OZ die Ebene sclnieidel, so ist die La 
vollstJindig besiimmt. 

Von den drei Gleichungen a!=o, y = 6, i=c besliin- 
nien die beideu ersten den Punkt C und man erbjilt den Punkl 
P, indem man durcb ihn eine Parallele zu OZ ziebt und auf ihr 
die Lkngo CP = c abtragt. Es ist ancb bekannt, wie die Lage 
desPutiktes C in der Ebene XOFvon den Voizeichen der Grossen 
a und b hedingt wird; in derselben Weise bestinunt das Zeichen 
von c die Seite der Ebene XOY, nach weichev die Litiie CP zu 
messen ist, Indem man annimmt, dass alie auf der einen Seile 
der Ebene gemessenen Linien dieser Art als posiliv gelten, wSb- 
rend die auf der andern Seile derselben gemessenen negativ sind. 
Man betrachtet z. B. die z aller fiber der Ebene XOY gelegenen 
Punkte als posiliv und die z aller unter derselben gelegenen 
Puukte als negativ unler der Voraussetzung , dass diese Ebene 
selbst eine Horizonlalebene ist. Es erbellt zugleich, dasa fur jeden 
in der Ebene XOY gelegenen Punkt z = ist. 

Die von den Axen mitcinander gebildeten VViiikel sind ivill- 
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Erstus ICn[ 



kurlicli iniierlialb der duixli die vorigeii Bestiiii mini gen gezogeiieii 
Greiizen; die Axen werden aber speciell als rectangular bezcich- 
iiet, weiin die Linien OX und OY reciilwinlilig zu einander sind 
uiid die Linie OZ normal zur Kbeiie XQY ist. 

2. Wir babeii die Metliude der ftestimnuing eines PiinkLes iiii 
Raumo in der Weiae auseinanilergeselzt, welclie die eiiifaclisle 
sclieinL TQi- diejeiiigen, welche mil der aiialystisclien Geonielrie in 
iler Ebene vertraut sind, und gehen nun dazii welter, sie jji eiuer 
mehr Kymmetrisr.lien Arl darzustellen. 

■tv Besllmmung der Verbindiiiig von 
ilrei Coordinaienaxen OX, 



Wir i>Bdieiieii un; 
Pis. i 




OF, OZ, welcUe siob in einem 

I'niilite sclineiilen, den wir wie 

in der Planimetrie als den Anfangs- 

punkL bezeiclinen. Die drei Axen 

heissen die Asen der x, y. z 

respective. Sie bestimmen aneh 

die drei Coordinatenebenen, 

*^ namlich die Ebcneii J'OF, YGZ, 

ZOX, welclie wir als dii! Ebeneii xi/, yz, zx respective benentien 

werden. 

Da nun offenbar PA = CE= a, PB=CD = b, PC = c 
ist, so ist die Lage eines Pnnktes P bekantit, wenn seine drei 
Coordinaten gegeben sind, d. h. wenn die drei Geraden P-i,P5, PC 
bekannt sind, vt'elcbe durcb ibn den Axen der x, der y, der z 
respective parallel bis zum Durchschnilt nnt der Ebene der jedes- 
maligen beiden andern Axen gezogen wetden. 

Da fenier OB = a, OE = b, OF = c Ist, so kanu der' 
durcb dieGleichiingena;^<i, y=b, i = c beslimmte Punkt durcb 
folgende symmetrise!) e Construction gefunden werden: Man messe 
in der Axe der x die LSnge OB = a und lege durcb B die 
Ebene PBBC parallel der Ebene yz, messe in der Axe der y die 
Lange OE = 6 und lege durcb S die Ebene PCEA parallel zu 
zx, und endlicb in der Axe der z die LSnge OF = c und lege 
durch F die Ebene PAFB parallel zn xy; der DurchscbnitLspunkt 
der drei so bestlmmlen Ebenen ist P, der zu bestimmende 
Punki. 

3. Die Punkte A, B, C werden als die Projeclionen des 
Puuktes P auf die drei Coordinatenebenen bezeichnet; 
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Der Pimkt imd die Tiie; 






wenn die Axen recl.angulSr sind, heissen sie iosbcsondere orlho- 
goiiale Projeclionen. Da wir una im Folgeiiden zu allernieisE 
mil orLhogonalen Projeclionen beacliaftigeii werden, so sollen, 
wenn wir olme nahere BezRichnuiig von ProjecUoneri sprectien, 
imniftr orlliogoiiale ProjucUonen verstanden sein, wahrend das Ge- 
genllieil ausdritcklicli bezeicbnet vterden wird. Und da wir von 
einigen Eigenschaften der orLhogonalen Projectioncn oft Gebrauch 
machen werden, so woilen wir dleselben, obgleicli mehrere von 
ilinen sehon m der „Analytisdien Geometrie der KegelscbniUe" 
(Art, 424) beniesen wurden, liier zusaninienstellen, 

Dif Lango der Ortbogonalprojeclion einer begrenz- 
ten geraden Linie auf irgeiid eineEbeue isLgleich dem 
Producle der Linie in den cosinus des Winkeis, wel- 
cben sie rait dieser Ebene hildet.*) 

Sind PC und P' €' die von P und P' aiif die Ebene £0Y 
gefJilllen Normalen, so ist CCf die Or- pj„ 3 

tliogonal projection derLiniePP'aiif diese 
Ebene, und die Vervollstaudigung des 
Reclilecks PCC'O durdi die Parallule i»£l 
zii CCf liefert 

PQ == CC = PP' . cos P'PQ. 
4. Die Projection der in einer 
beliebigen Ebene entbaltenen y^ ^ 

Flache auf eine Ebene ist gleichy/ 
dem Producle der Originalflacbe 
in den cosinns des von beiden li^benen gebildtste 



on einer Linie mit einer Ebene gebilfleteWinkel 
(elchen die Linie mit Hirer Oithogonalprojeotioii auf diese 
Ebene ainsdilie^st Der Winkel Ewischen zweiEbenen wird (lurch 
den Wintiel der Noimalen gemesaen welvhe man in iLnen aaf ihrer 
DutchscliuittBlinie in einem behebigen Punkte deraelben erriehten kann ; 
odei anch duich den Winkel dei Normalen, die man von irgend einem 
Punkte tuf beide Ebeneu t^lt Der Winkel zwisuhen zweiLinien. 
wekha aicli nicht achneiden ist fiuicli den "Winkel gemessen, den zwei 
Parallalen zii denselben von einem Punkte aus einacbl lessen. 

Wenn lyu von devn Winkel zweier Linien sprechen, ao ist es wun- 
Btkensweitli ohue Zweideutigkeit aussudiucken, ob wir denspitzen oder 
Btnnipfen Winkel lerselben veisteheii. Dasu setzen wir vorans, dasa 
a B tur den Wji kel dei Linien PP , CC in Figur'2 diese Linien in dam 
Sinne vonf nich P and von ( n^ch C' Juvchlaufen werden und d ass fill- 
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4 Brstcs Kapitel. Art. 5. 

Winliels. (,,Regelschn." Ait. 424.) Demi wetiri die Ordinaten 
beider Figiiren ziir Durchniltslinie ihrer Ebenen normal genom- 
men gind, so ist jede Ordinate der Projection das Product aus 
der entsprecbenden Ordinate des Originals in den cosinus des von 
beiden Ebenen gebildelen Winkels. Und wenn zwei Figuren von 
derjenigeu BcsGhafTeiiheit sind, dass die denselben Abscissen ent- 
Rpreclienden Ordinaten in unveranderlicbem VerliiiUniss sleben, so 



sind die Flacben dier Fi 

(„Kegelschn." Art. 261.) 

5. Die Project! 

Fig, 4. 



II dem namlicben Verbaltniss. 



II einps PunkLes auf eiue gerade 
Lime ist del Dm cbscbnitli^piinkt der- 
selben mit eniei ilui cb den PuntiE getien- 
den und zu ibi nornialeii Ebene; es sind 
also b ei spiels w else m Figur 1 fiir rectan- 
gulare \xen 3), E F die drei Proji^c- 
tionen ties Punktes P auf die Axen. 

Die Projection eiiier begrenz- 

tengeradenLinie aul'eiiie and ere 

/ '■' Gerade ist gleicbdem Product der 

^'' firsteren Li iiie in den cosinus des 

von beiden gebildelen Winkels. (Fig. 3.) 

Sei PP' die gegebene Linie imd DD' ihre ProjeL'tion auf OX, 
80 zieben wir durcb P eine zu OX paralleie Gerade bis ZQin Diirrh- 
schnitt mit der Ebene P(fD' In Q; da beide auf einander normal 
sind, so ist PQP' ein recliter Winke! mid PQ = PP . cos PPQ, 
endlicb aberP^^,^^'- ^'<^'l diese Geraden die in zwei parallelen 
geraden Liiiien von zwei parallelen Ebenen gebildeten Abschnille 



6. Fi 
jection > 



■ drei beliebi 
n PP" auf eii 



I Punkle P, P\ P" i 
belieb ige Gei'ade 



it die Pro- 



die Paralleie P^tlerselbe Sinn festgelialten werde. Alsdann iat dorWin- 
Itel Klyisclien diesen Ijinieu ein spitaer. Wenn wir abex von dem Winkel 
del' Liiiien Pp imd CfC epreuhen, so ist die Paralleie PQ' nach entgegen- 
gesetztem Slnne zu Ziehen und wir erhalten den stump fen Wink el, wel- 
ehen die Liniaa mit einander bilden. Wenn wir von den Winkein 
spreohen, welche eine gerade Liiite OP mit den Axea bildet, so ver- 
Btelien wir darunter immer die Winkel, welche OP mit den positiven 
Seiten der Axen OX, OV, OZ eiiiseMiesst. 
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Def Puukt una die Theorie der Projeotionan. Art. 7. 5 

der ProjectioQen von PP' uiid P' P" auf dieselbe Ge- 
radc gleicli, 

Wenn I), D' , D" (tie Projectionen der drei Puiikle sind, so 
ist DD'' di*! Siimme von Djy und D'D", so lange D' zwischen D 
tind D" liegt. Liegt aber D" zwischen D und /*', so ist DD" die 
DifTureDZ von DD' und i)'J!)", und da der Sinn des Uebergangs 
voii D' iiach D" der entgegengeselzte von dem von D nach D' ist, 
so ist DD" die algebraisehe Summe von DI/ und i)'i>". Dass 
die Projection von P' P" im letzteien Falte mil dcm negativen 
Zeichen zu nelimen ist, gelit auch daraus hervor, dass in diesem 
Falle die Lange der Projection das Product von P' P" in den 
cosinus eines slunipfen Winliels ist. (Note pag. 3.) 

Fiir eine beliebige AnzabI von Punkten P, P', P", P'", etc. 
ist allgemein die Projection von PP'" auf eine beliebige Gerade 
gleicli der Sumtne der I'rojectionen von PP', P' P', P' P"' auf 
dieselbe Gerade. 

7. Wir werden oft Gelegeiilieil liaben von dem folgenden 
specieilen Falle des Vorliergehenden Gebraucb zu inaclien. 

Die Summe der Projectionen der Cooi-ditiaton des 
Punk t es jp auf eine beliebige Gerade ist der Projection 
seines Radius Vectors auf dieselbe Gerade glcich. 

Denn die Betrachtung der Punkte 0, D, C, P in Figur 1 oder ?, 
zeigt, dass die Projection von P der Summe der Projectionen' 
von OD {= ce). DC (= J/) und CP (= z] gleich sein muss. 

8. Nachdeni wir diese auf die Projectionen bezuglichen Grund- 
satze begriindet haben, die wir hSuGg anwenden werden, keliren 
wir zu dem dgentlichen Gegenstand dieser Untersuclrang zuriick. 

Die Goordinaten desjenigen Punktes, welcher die 
Entfernung zwischen zwei Punkten x\ y, z; x", y" , z" 
in dem Verhaltniss m : n tlieilt, sind 

— " ^'" + "^'' ^ !«y" + mj ^ mz" 4- nz 

Der Beweis I'iir den entsprechenden Satz der analytisclien 
Planimetrie beweist auch den gegenwarligen Satz. (Vergl, „Kegel- 
schn." Art. 7.) Die Linieu PM, QK in der dortigen Figur konnen 
fiir die Ordinaten der beiden Punkte in Bezug auf cine der Co- 
ordinatenebenen genommen werden. 

Wenn wir das Verhaltniss m : n als unbestinnnt betrachten. 
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6 ErHtes ivapild. Act. 9. 

SO (Iriicken dieselben Gleichungiiii tliu Coordinalen eines heliebigeii 
Piinktes in der Verbiiiclunj,'slinie jener beiden Punkle aus, 

9. Eine der Seiteti eines Dreiecks ist im Verhalt- 
nissm : n iind (lie Verbhitlungslinie desTlieilpunktes mit 
der gcgeniiberliegendeii Etke im Verhallniss (ib -}-«):' 
gfttbeilt; welches sind die Coordiiiaten des lelztereii 
Theilpunkles? 

Sie sind 

lx'-\- mx"-\-na: "' ^ '/_+J''AJr "C = Iz -\- mz" -{- nz" 
'^— i + ^ + „ -^ ; + m + " ' i + m+«' 

wie man geuau in deriielben Art beweist, in welcher das ent- 
sprechende Theorem der Planimetrie bewiesen wurde. („ltegel- 
achn." Art. 7. Aufg. 6.) Wenn !, m, n unbeslimmtB Grossen sind, 
so drucken dieselben Gleichungen die Coordinalen eines beliebigen 
Putikles in der Ebeue des betrachteLeii Dreieclts aus. 

Beispiel. Die geraden Linieo, welche die MitteJpiink te 
der gegeniiber liegendeji Kanten eines Tetraeders verbin- 
don, schneideii sicb in einem Puukle. 

Denn die x von xwei solchen Hitlelpunkleii sind ^ (x -\- x"), 
\{a:"' -\- x""], das x des Mittelpunlites ihrer Verbindungslinie ist folglich 
\ [x -\- x' ■\- x"' -\- x"') ; onaloge Ansdrucke geben die Coordinaten 
y und z dieses Punktes iind itire Symmetrie zeigt, dass sie aiicit den Ver- 
bindungslinien der andem Uilteipunhtspaare angehdren. 

Die geraden Linien, welcbe die Keken dea Tetraeders mil deti Scinver- 
punkten der Gegenflacheu verbin^, geben durcli denaelben Piiukt. Denn 
das X eines solchen Scbwerpunkls 4 {x' -\- x" + x'"), und wir erhallen 
denselben Werlh wie vorlier, wenn wir die Verbindungaliiiie desselbeu 
niit der gegeniiberijegendeii Ecke nacb dera VerhMlniss 3 : 1 llieJlen. 

10. Man soil die Entfernuug zwischen zwei Piink- 
ten P, P' bestimmen, welche den rectanguliiren Coor- 
dinaten x, y, z \ x , y", z" entsprechen. 

Die Figiir 4 zeigt, dass PP'^ = PQ'^ -\- PQ'' ist; da mm 
P'Q = z — z", PQ-i = ce^^ = {x - x-f + tv' - yy 
[,,liegelschn." Art. 5.) 
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Wenn wir diese Winliel durch «, ^, y bezeichnen, so gelten, 
weil die Coordinaleii x, y, z die Projeclioiieii des Radius vector 
auf die drei Axeii sind, die Gleichungen 

B = p cos a y ^ p cos /3 I = p COS y 

Unci aub 1^ + y + -■' = p ei^iebt si<h (ui die=p drci 
cosmus die wh oft kuiz als die Itichtuiigsco'-inus de'- Radius 
veuloi bezcichnen werden dii^ verbindeiidi! Relation 
cos" c + cos* j3 -|- com' j = 1 "■) 

Ziineilen vtird audi die Lage eines Punktes im Raume da 
durch beslimnit dass m-iu da's folgende S3stein von Polcircoordi- 
naten anwendel Dei Raduii vectoi, del Winkel j wel 
chen er niit eiiiev fesLen Axe t^Z bUdet, und der Win- 
kel COD = <p, welclien die Projection des Radius vector 
auf eine zu OZ nonnaie Ebene mit einer fesleii Gera- 
den OX in dieser Ebene einschliesst. 

Da nun OC ^ q sin y isl, so vermitlein die Fonneln 
a; = p sin y cos (p. y = p sin y sin cp, z == q cos y 
den Uebergang zwischen reclanguliiren und derartigen Polarcoor- 
diiiatcn. 

12. Das Quadrat der Fiache ein^r bcliebigon ebe- 



*) Ich bio dem gewohnliolien Gebrauche in der Wahl dieser Winkel 
znr Beetimmnri};; der Eiclitiing einer Geiaden gefolgt; in gewisaer HinBicht 
bietet jedoch die Anwendting ihrer ComplemeDtwinkel, d. h. der Winkel 
der Linie mit den Cooiiiiiiatenebeuen, Voraiige dar. Diess beieugen die 
entsprechenden Furmein fiir b chief winkiige Axen, die im Teste nicht 
gcgeben sind, weil sie sp^ter niclit ^ebrauclit werden. 

Sind c, Pi y die Winkel, welohe eiue gerade Linie mit denEbenen 
yz, tx, icy maeht, wahiend A, B, C die Winkel der Anan der x, der y 
nnd der z gegen die Eiienen yz, la-, ^ respective bezeichneu, bo eut- 
Bprechen den Formeln des Textes die naoh dem Princip des Art. 7 leiclit 
zu beweisenden folgenden 

Wir projicieren auf eine zur Ebene yz nurmale Linie, so verachwiu- 
den die Frojeotionen sou y und s nut dieselbe, imd die Projection von m 
iat derjenigen dea Gsdiiis vector gleich; die Winkel, welche x und q mit 
dieaer Noimaliii bildeii, sind aber die Compleuicnto von A und k. 
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8 Erstea Kiipltel. Art. 13. 

lien Figiir ist gleich der Summe iler Quadrate derPro- 

jecLionen dieser Flaclie aiif dcei rectangulSre Ebenen. 
Wir nelimen an, die fragliclie Flache sei durcli A ausgedruckt, 
und a, ^, y bezeichneten die Winliei, welche die Normale seiner 
Ebeiie mit den drei Axeii bildet; dann sind nacli Art. 4 die 
Projectiouen der FiSche auf die Ebenen yi, zx, xy respective 
gleich A cos a, A cos ,8, A cos y, und die Summe ihrer Quadrate 
gleich A''- in Folge der Relation cos* « + *^*>s' |5 -|- cos* 7=1. 

13. Man soli den cosiniis des von zwei geraden Li- 
nien OP, OP' gebildeten Winliels S miltelst der Ilicb- 
tungscosinus dieser Linien ausitriiclien, 

Wir liewjesen im Art. 10, dass 

PP'2 _ (^ _ a,-)2 ^ [y ^ yY + (z ~- zT 
ist iinil verbinden daniil die bekamite Relatioti 

PP'^ = 02 _]_ p-! _ 2pp cos (5; 

da nun i>'' = .«* -\- y'' -\~ z'. p' ^ = ,r'- -|- //'' ~{- z'^ ist, 
so ist nach pp' cos O = xa:' -J- yy -J- zz oder 

cos = cos a cos a ~\- cos § cos /3' -j- com y cos / 
Zusatz. Die Bedingung, unter welchur zwei gcrade 
Linien recli twinklig zu einander sind, ist 

cos a cos a' -j- cos ^ cos |5' -j- cos y cos y' = 0. 

14. Zuweilen isl die Poriiiftl 

sin* 9 = (cos § cos / — cos y cos §')'^ 
+ (cos y cos a — cos a cos y')^ -\- (cos k cos /?' — cos /3 cos «')'* 
von Nutzen. Sie kann sehr einfacli mittelst eines elemeiitaren 
Theorems von der Suuinie der Quadrate dreier Determinanten be- 
wiesen werden, welches in den „Vorlesungen" Art. 14 bewiesen, 
abef auch durch directe Eiitwicklung leiubt bewahrt wird. I^acb 
demselbcn ist 
[be ^ ch'f + {cd ~ «cV + [ab' — bay 

= („2 + 6^ + c*) («'2 + 6'= + c'^)- [aa' + bb'^ccr. 

Wenn aher a, b, c; a, b', c die Ricbtnngscosinus zweier 
Geraden bezeichnen, so geht unser Ausdruck fiir sin^ 6 aus dieser 
Relation bervor, weil die rechte Seiie derselben dann mit (1 — cos*S) 
identiscb nird. 
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Der Piinlit iind dlis Theorii 



,■ Projec 



en AbslHDd eines Punk- 



Beispiel. Han soil den senkrec 
tes x, y, z von einer durch deii Auraogspuntt uiiler den 
RicliHingswinkelii «, |3, y gehiindcn Geraden beslimmen. 

ist P (ler gegebene Piinkt, 0£l die gege]}ene Gerade, PQ die Senk- 
rechle, soisl ofTenbari'iJ^OP. sin POC* und die An wen dung des so eben 
fup sin POQ gel'uiidenen Wertiies uiid die Beuierkung, daas x'=OPiiiysa', 
elc. gieijl Pff^ = {y cos y — z cos ^f -f- (j' cos c( — x cos )•)" 
+ [x cos ^ - ;/■ cos «)2. 

15. Man soli die HicliUingscosinus eiiicr Geradeu 
fill Jell, (lie kii zwoi gegebenen goradciiljinieii uiidso- 
mit zu Hirer Ebene normal ist. 

Siud «', p' , /; «'', p", /' ()i« Hichliingswinkel der gegebencn 
Linieii und «, (3, y die der gesuchten Geriideii, so eriiallen wir 
a, §, y aiis den Gleichungen 

cos D cos «' -|" cos /3 cos |3' -|- cos y cos 7' ^ 0, 
cos a cos ft" + <^os /? cos ^" -j' <^"s 7 cos y" = 0, 
cos^ a -\~ cos^ I? -|- cos^ J- = 1. 
Die bcideii erstcu liefeni durcli siiccossive Eliminalioii von 
cos Of, cos p, coK y fiir A als eine uuhestiinmle Griisse die Ile- 
liitioiien 

J ro'f iv ^ cos |5' cos /' co^ /3" co* / 
X us fj = L0» j^ cos r — (OS ) cos < 
A ci^ y = CO, « cos (3 — cos tt cos p 
mil li SuLsLilution dcrsellKn in die diiUe I Ificliuii^ ^lebt nacli 
Alt 14 fill i dl den Winkel /nisciien den gegebenen Geradfn 
I = sin^ 6 
Da'*sp||jp Ergebmss konnle audi v,\c folgt ethdllcn neiden 
Smd P und Q odei ^ ^ a und x y z Punkte von denen 
je einei 11) deti gegpbeuen Gcrddtn liegt so ist das Doppelte der 
Flacbe dei Piojection des Dieicrks POQ aiif die Ebene xy 

~ 1 y — ^^=p4) (cos a cos /3 - cos a cos ^ ) 
da aber das Doppelte der Plache des Dreiecks gleicb p' p" sin 
und somit die Projection der FlSche auf die Ebene dor xy gleicb 
e' e" sin 9 cos y ist, so folgt wie vorher 



sin 



cos p 



und in analoger Weise 

sin e cos a = cos /3' cos /' — cos ^" cos 7', 
sill S cos j3 =7^ cos / cos «" — cos /' cos «'. 
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■Von der Traasformation der Coordinaten. 

16. Man soil 7.11 neuiio Axeii Iransrormieren, wulche 
dun altnii parallel sind unci deren Anfangspunkt in 
Beziig aufdieallenAxendurch dieCoordinaleQa;', /, s' 
imstimmt ist 

Mun Pihdltnie tii du PUiiimPliii die Trdiisfurnialiousgli^icli- 

, = I + I ,/=]+(/ ~ = Z + /. 

Dfim erne duiUi dtn Fiiiikt P parallel zii einer der Axen, 

z B zii der 1, gezogene deiade •^thneidet die Ebene xy des 
alten Systems in einem Punkte C die Ebtne II" des neuen 
Systemi abtr in einem Punkte C und es ist 
PC = PC + c'c. 
Aber PC ist das alte, PC das nHue z und da parallele 
Ebencn in parallelen geraden Linien gleiche Ab»ichniUe beslimnien. 
80 ist CC gleich der Geraden, die man durcli den neuen Anfangs- 
punkt der Axe der z parallel bis zur alien Ebene xy zielit. 

17, Von einem System rectangulSrer Axen zueinem 
andern Axensystem iiberzugehen, welches denselben 
Anfangspunkt hat. 

Wir nchmen an, dass die WinJiel der neuen Axen der 
X, y, z mit den alten Axen durch a, ^, y; a, ^', y; «", ^", y" 
respective bezeichnet sind; dann isE die Summe der Projectionen 
der neuen Coordinalen auf eineder alten Axen nach Art. 7. gleich 
der Projection des Radius vector, welche die entsprechende al!e 
Coordinate ist. Wir erhalten somit die diei Gleichungcn 
X = X cos u -\- T cos «' -f- Z cos «", I 
J, == X cos ^ + r cos |3' + Z cos r. !■ . . . [A), 
z = X QOi y -\- r cos y' -]- Z cos /', | 
Nach Art, 11. ist uberdiess 

cos^ « -I- cos^ (J + cos^ y =^ 1 . j 
cos^ «' + cos= ^' + cos'' / = 1 . ... [B]. 
cosSb"+ cos^P''+ i;os2/'= 1. ] 
Und fur A, ^, v als die W'inkel zwischen den neuen Axen 
der y und 3, der z und x, der x und y respective isl nach Art 13. 
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Transformation der 


CoordinaUn. Art. 18. 


cos ;i = COS k' cos a + cos ^ 


COS f + COS / cos / 


ros;»=™s«" cos<. + cos^' 


COS ,3 +cos/'co«3.. 


cosi^ = ci>stt cos«' + cos|5 


cos /3' + cos y cos y 



18. Weiin die neueii Axen gleiclifalls rectangular sind, so ist 
-[- cos j5 cos |3' •\- cos y cos / = 0. | 



s ^" -\- cos y cos ji" = 0, ', 
+ cos ^" cos (S -]- cos /' cos ji = 0. 1 



. (fl). 



. («;, 



■ . W, 



Wenn die neuen Axen rectangular sind, so gRiten, well 
«, «', k" die Winl(c! bezeichnen, welche die alle Asc der x mit 
den tjeuen Axen bildet, etc. die Iteiationen 

cos* a -j- cos^ a -\- cos^ «'' = 
CO.' (. + eos' (T + c«s= r = 
cos' y -\- cos' / -f- cos' /' = 
cos « cos (3 -j- cos u cos j3' -|- cos a" cos |3" = 0, 
cos |3 cos 7 + cos |3' cos y' -(- cos ^" cos y" == 0, 
cos ;■ cos K + cos / cos d -\- cos /' cos »" ^0, 
nod die neuen tloordinaleii ergebcii sicli in Function dcr altpii 
»ic folglr 

^ = ic cos (! + !/ COS (5 -|- I cos 7 , j 
F = a; cos n' + y cos ^ -\- z cos y , \ ... (G). 
Z = a; cos c<" + y cos ^" + x cos 7", j 
Die beiden eiilsprechenden Systeme von Gleiciiiingeii {J) und 
(G) konnen ans der folgenden Tafel abgelesen werden 






Es ist nicht schwer, die Gleichungen {E], {F), (tf) analytiscli 
ans den Gieicluingen (A), {B), {D) abzuleiten; wir verachten da- 
anf, well sie geometrisch evident sind. 

19. Wenn wir die Qnadrate der Gleicliungen [J) (Art. 17.) 
addi^.ren, so ergiebt sich mit Beaclitung der Gleichungen (C) 
a;2_(_y3-|_iS=jr2_{_p-3^Z' + 2 7ZcoBA+20J'co.= (t+2A'rcos>'. 

Wirei'hahen so den voin AnruDgsiiunk! nach einem betieliigen 
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12 Erstes Kapitel. Art. 20. 

Puiikte gehendeti Badius rector inittels der scliiefwinkligen Coor- 
dinalen dessetbmi ausgedriickt. 

Man beweisl leichl, dass das Quadrat der Eiitfernuiig zweier 
Piinkte ill scliierwinkligcn Coordinaten durcli 
ice' - x'J + {y- y-f + {/ - zy +2{m'- y") {z - z") cos I 
+ 2(/-/-) {x-x'-} eos^ + 2{x'-w") {y -y') cos v 
ausgedriickt wird,*) 

20. Der Grad eiiicr Gloicliiing zivischen iku (Coor- 
dinaten wird dure!) Transformation derselben niclit 
geandei t 

Dicss »ird ttic in dpi andl^tisUien Planimetue aiis dfi Bi 
nierkung Liewie<«en, d^^b die lui a, z i/ so cMn gigcbeiien Aus 
diucke die neuen Coordinaten nui im eisten Giade entbalten 

*) Da wa von dei riunEfoiination von emem System acliiehMiildigei 
Axen zu emem ■uiilern STstem aoljiefwinkliger Aten keinen Gebrauch 
maehen Tierflen, ^t mogtu liie beb cffenden Formelii iiui hiei angegeben 

Weun ABC diesolbe Bedeiitiicg haben wie in doi Note des Art 
11 ond K, |5 y n p y i « i P i 1 die von den neuen Asen mit den 
alten Cooidinateuebenen gebildeten Uiukel bezeichnen so fiiiden mi 
tlurch Proitotioii ^ut geinde Linien nekbe zu den alten Coordinaten 
ebenen normal smd wie in lener Ann erknnq 

y ,m « _ Y .m p + J- .m |> + ^ .,n (i , 
Mil r _ \ .,n , + J un , + / ,10 , . 
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II. Kapitel. 

Interpretation der Gleichungeii. 



21. Es erhellt aus der Construclioii Oes Art. 1,, dass zwei 
gleichzeitige Gleichungeii x = a, y ^ h, welcbe das z uiii)e- 
stimmL lasseii, den PiinlU C alleiii lieslimmen und daher den 
Punkt P irgendwo in der Linie CP angeben. Diese beiden 
Gleichungcn sind daher als Reprasenlation der so bezeichneten 
geraden Linie zu betracbten, als weiclic der Ort aller Punkte Isl, 
deren x = a und deren y = b ist. 

Zwei Gleicbungen dieser Form reprasentieren sonach eine 
zur Axe der z paraliele Gerade; insbesondere reprSscDtieren die 
Gleicliungen x = 0, y = die Axe der z selbst. EI)enso I'ur 
die anderen Axen. 

Weno die einzige Gleieliung a: = a gegeben ware, so wurden 
wir Hur den Punkt D erfabren und daraus zu scliiiessen haben, 
dags der Punkt P irgendwo in der Ebene PBDC iiege; seine Lage 
innerhalb dieser Ebene bleibt aher iintiestimmt. Diese Ebejie als 
der Ort aller der Piinkte, welche x = a haben, isl duruh die 
Gleicbung analytisch dargesEelll; und jede Gieichiing von dieser 
Form reprasentiert elne der yz Ebene parallele Ebene, und ins- 
besondere bezeichnet die Gleicbung a: = die yz Ebene selbst. 
Ebenso fftr die anderen Goordinatenebenen. 

22. Im Aligemeinen reprasentiert cine einzige 
Gleicbung zwiscb en denCoordinaleneineFlache, zwei 
gleichzeitige Gleicbungen znischen den Coordinaten 
reprasentieren eine Linie, die entweder gerade oder 
krumni ist, und drei Gleicbungen bezeiclinen einen 
Punkt oder mebrere Punkte. 

L Wenn eine einzige Gleicbung gegeben ist, so kfinnen wir 
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]4 Zweileg Kapitel. Ait. 33. 

Cur X mill y willkiirliche Werllie aiinclimeti und die Aiiflosung der 
(lurcli SubsliLuLion derselben erhalteneii BesUmmungggleicliung lur 
z giebl dann die entsprechendeo Wertlie von z; d, h. fur jcUbii 
beliebig angeuoinmenen Puiikt C in der Ebene der xy eihalteii 
vi'iT ill der Linie PC eihe besUnimle Anzalil von Piinkten, deien 
Coordiualen der gegebenen Gleicliung geniigen. Die Vereinigung 
der so gefundeneri Punkle liildel eine Flaclie, welchii die gpome- 
irisdie Darstelluiig der gegebenen Gleicliung ist. 

II. Weiin zwei Gleichungen gegeben sind, so kCimen ^vir die- 
.selben durcb successive Elimination von y und z zwischen ilinen 
in die Form y ^ ip {cc), z = i\) [x] bringen und weiin wir 
nun fur x eitien willkiirliclien Werlb aniicbmen, so beslimmen 
diese Gleichungen die enlsprechenden Wertbe von y und s; in 
anderen Worten, wir konnen nun niclil mehr den Punkt Cin der 
Ebene xy willkurlicli wShlen, sondern er isi. auf eiiien gewissen 
diirch die Gleichung y = rp [x) beslimmten Ort bestlirSnkt. 
Jedem Piinkte C, welcher die^eni Orte angeliflrt. enlspreclien in 
der Linie PC eine AnzabI von Punkten P und die Vereinigung 
derselben ist durcli jene beiden Gleichungen reprasentiert. 

Und da die Punkte C, welche die Projectionen der Leizteren 
sind, in einer gewissen geraden oder krummen Linie liegen, so 
isl klar, dass die Punkte P audi in einer beslimmten Curve ent- 
hallen sind, wobei sie jedoch durcliaus nicbt nothwendig in einer 
Ebene liegen. 

Anderseils bat die Betrachtung unter L gelehrt, dass der Ort 
der Punkte, deren Coordinate n jeder der beiden Gleichungen eio- 
zeln genugen, eine Placbe ist; in Folge dessen ist der Ort der- 
jenigen PunktP, deren Coordiuaten belde Gleichungen befriedigen, 
die Vereinigung aller dieser Punkle, welche den beiden durcli die 
getrennt betracbteten Gleichungen reprasentierten Flachen gemein 
sind, d. h. derselbe ist die Durchniltslinie dieser Flachen. 

III. Wenn drei Gleichungen gegeben sind, so genugen die- 
selben ott'enbar zur Beslimmung der drei unbekannlen Grdssen x, 
y, z und durch sie werden daher einzelne Punkte dargestellt. 
Da jede einzelne der drei Gleichungen eine Fiache reprSsentiert, 
so sind ea diejenigen reellen oder iniaginaren Punkte, welche den 
drei FISchen gemein sind. 

23. Die Fl&ehen werdeo gleich den cbeneu Curven 
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Interp relation (lei- Glcicliiiiigen. Art. 23. J5 

nach dein Grjide lier Gleicliiingen classilicien, (hicoli 
welchB sie (lai-gegtellt siiid. 

Da fill' jeden Piinlil in tier Eliene xy 

t = 

isl, SI) lioferl die Siibstilulioii 2 = in «ine bclieliige Gleiciiuiig 
die Relalioii, weldie zwisclien den Coordinaleii x und y derjenlgen 
Punkte bestuht, in deneii die Ebeiie xy die durch die Gleichung 
dargesLellte Flaclie schneidel, d. h. die Gleicliung der ebenen Diirch- 
scliniLlscnrve. Es isl offenbar, dass die Giciciiung dieser Curve 
im Allgemeinen von demsetlien Grade isl, wie die der FISclie; 
denn zueisl der Grad der Gleicliung dea Schnilles kann nidit 
grosser sein als der Grad der Gteiclinng der Flaclie, nnd sodaiiii, 
es isl nur scbeinbar, dass er kiciner sein k5nnle. So ist z. li. 
die Gleicluing 

vom drillen Grade, und wir erlialten docli fiir ; = eine GlHitli- 
ung zweiten Grades als die der Sthnillcurve mil der wy Ebene; 
da aber die Oiiginalgleicliung liomogen sein muss, um eine geo- 
metrische Bedeulnng zii haben, so isl nothwendig jedes ilirer Glie- 
der von der dritlen Dimension in einer Linear-Einheil, und die 
nach der SubKlititlioi) ^ ^ Qbrig bleibenden Glieder sind daber 
auch als vom drillen Grade zu belracbten und bilden eine mil 
einer Constanten multiplicierle Gleicbung zweiten Grades; d. b. 
das Resullal der Subslilution bezeichnet einen Kegelscbnill und 
eine unendlicb enlfernle Linie. (Vergl. ,.KegeIschn." Arl. 68). 

Wenn wir also die unendlicb enlfernten Geraden in die Be- 
Iracblung aufnelimen, so kdnnen wir sagen, dass die Dnrclinills- 
linie einer Flache n'^' Ordnung mil der Ebene xy immer von der 
7i'™0rd[iMngist; und da nach den Ergebnissen unserer Untersucbimg 
iilier die Transformalion jede beliebige Ebene zur Ebene xy ge- 
macht werden kann, und durcb eine Transformation der Coordi- 
nalen der Grad einer Gleicbung zwischen denselben nichl geSn- 
dert wird, so erkennen wir, dass jeder ebene Schnill einer FlScbe 
«**'■ Ordnung selbsl von der n'™ Ordnung isl. 

In gleicber Art wird bewiesen, dass jede gerade Linie eine 
Flache n"" Ordnung in w Punklen durebsehneidet. Denn sie 
kaiiii zur Axe der z ini Coordiiialeiisyslem gemacbt werden und 
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1^ Zweites Kapitel. Art. 24. 

die Puukte, in welchen diese die Flaclie diii'clischneidet, werden 
diircli die gleichzeiLige SiibslituUon 

^ = 0, y = 
in die Gleicliung der Flache gefunden; wir erhallen durch die- 
selbe iiB Allgemeinen eine Gleicliung vom «'™ Grade zur Beslim- 
mung von z. Wenu der Grad dm* entstelienden Gieicliung kleiner 
als « wSre, so zeigt diess an, dass einige der n Punkte, In wel- 
cbeii die Axe der z die Placlie schneidet, mil ihrem iincndlicli 
entfernlen PuriUte zusammenralJen. („Kegelsolin." Art. 94). 

24, Curven im Raum werden naeh der Zahl von 
I'uiihLen claasificiert, welclie sle mil einer Eijene ge- 
mein li a 1)611. 

Zvvei Gleiclmngen von den Graden w und n respeclive re- 
jiriisentieren eine Curve von der Ordnung mji. 

Denn die durcli jene Gleiclmngen dargeslelllen Flachen war- 
den von einer beliebigen Ebene in Curven geschnilten, wdclie von 
der m"" und n'"" Ordnung respective aind, und diese Curven be- 
stimmen mil einander mn DitrclischnillspunkLe. Wenn umgekebrl 
(lie Ordnung einer Curve in die Facloren m und n zeriegbar ist, 
so kann diese Curve der DurcliscbniU und zwar der vollslandige 
Durdischnitl zweier Flaclten von den Ordnungen m und n sein; 
aber niclit jede Curve iat eine solche vollslandige Durcbdringuug, 
so z, B. keine nichl ebene Curve, deren Ordnung eine PrJmzabl ist. 

DreiGleicbungen,welcbe respective von den Graden 
m, n und p sind, bezeichnen mnp Punkle. 

Diess ergiebt sicb aus der Tbeorie der Eliminalion; denn 
wenn wir zwischen den bezeichneten Gleichungen die Grftssen 
y und z eliminieren, so erbalten wir zur Bestimmung von x eine 
Gleichung vom Grade mnp und also mnp Werlhe von a;. (Vgl. 
„Vorlesungen" Art. 36.) Damit isl zugleicli bewieaen, dass drei 
FISchen von dor m"", n'*" und y" Orduung sicli in mnp 
Punkten durchsclineiden. 

25. Wenn eine Gleicbung nur zwei der Veranderliclien 
entbgit, nie z. B. f> {oc, y) = 0, so kann sie zunSclisC ala Gleicbung 
einer Curve in der Ebene xy belraclitet werden, oboe dass man 
sie jedocb als eine Ausnahme von der Itegel anselien dnrfte, naeh 
welcber zwei Gleicbungen zur Darstellung einer Curve erforderlich 
sind ; denn dabei ist die Vorausselzung z = sllliscbweigend 
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Interpretation dev Glelchiingen. Ait. 25. 17 

gemacht worden, iind es erscheint also eine Curve in tier ccy 
libene tlurcti die beitlen Gleicliungun ^ {x, y) = 0, z = 
dargestelll. Deiiken nir uus die lelzlnre Gleicliung iiaterdiucLl, 
so genJigen die Coordinaten jedes Punktes liev Qbi'ig bleibenden 
Gleicbung (p {x, y) ^ 0, desseu a: und y ihr geriiigeD, welches 
aucb das z desseiben sei, d, h. diese Gloichuog reprasenliert aile 
Punltte einer FlScbe, welche durch Bewegung eiiier zii dec Axe 
der z i>arallelen geraden Liiiie laogs jener Curve in der Ebene 
xy erzeugt wii'd. Sie heisst eine cyliadrische Flache, wie 
jede FISclie, welcbe durcb Bewegiing einer geraden Linie parallel 
mit sicb selbst hervorgebracht wird. 

Wenn eine Gleicliung iiur eine der Veriinderllchen z. B. ic 
enihalt, so wissen wir aus der Theorie der Gleichungen, dass sie 
in « Factoren von der Form x — « = zeifallt, und sie re- 
prasenliert daher nacli Artikel 21. » EbeiuiU, welcbe sSmmtlicb 
zu einer der Coordinatenebenen (jarallel sind. 



y Google 



III. Kapitel. 

Die Ebene imd die acrade Linie. 



26, Wir hegiimeii die Discussion lUiv GlcicliiingiiD luit dcr- 
jeiiigen der Gieicliung vom erslon Grade imd beweiseii zu- 
erst, dass jede Gleichuog vom crslcn Grade eine Ebene 
repi'.SBenliert und dass uiiigekehrt jede Ebene <lurcli 
eine Glcichung vom eraleii Grade ilargestellt wird. Wir 
begruiiden zunachst don Ictzleren Satz auf melircren Wegen. 

Zuerst ward im Artikel 21. erliannt, dass die Ebone xt/ durrli 
eine Gleichung vom ersten Grade z ^0 dargeslcJIt nird inul 
die Transformation zu beliebigen anderu Axen katiii den (irad 
dieser Gleichung nacb Arlikel 20. nichl andern. 

Wir Icommen zu dem nSmlicben Resnttat, indem wir die 
Gleicbung der durch diei gegebene Punkte bestimm- 
ten Ebene enlwickehi; sie enlstelit z. fi. durcb Elimination der 
Grflssen I, m, n zwisclien den Glcicbungen des Art. 9.: 
l{x^w) + m{x~x") -\- n{x-a^'-') = 0, 

Hy — y') + "» (y - y") + " (y — P'"} = 0. 

;{,_,') + ^(^ _/') + „(,_,-) = 0; 
und diese liefert eine Gieicliung vom ersten Grade. Man kanri 
sie in Form der Determinante 

!/ — y', V — y", y ~ y" = 

darslrllen und dureb Zerlegung (vgl. „Vorlesuugen" Ariikfl 9 f.) 
sie iuif die Form 
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Die Normiilform dei' CHeiohung der Eber 



1,1,1 



+ y 



1,1,1 



1,1,1 



reducieren, der wir weilerhin wieder begegnen werdeii. 

27, Maa soil die Gleicbung einer Ebene finden, 
fur welche die LSnge der Normale vom Anrangspunkt 
der Coordinaten = p und die Winkel derselbeii mil 
lien Axen «, j5, y gegeben sind. 

Die Lange der Projection des Radius vector eines beliehigen 
Punktes der Fliiclie aiiF jene Normale ist nacli der Voraussetzung: 
einerseits = p und nach Art. 7. gleicli der Summe der Pro- 
jectionen der Coordinaten jenes Punktes auf dieselbe Linie; man 
erhalt aUo als analylisclien Aiisdrnck der Ebene die Gleichung 
X cos c + y cos (S -[- z cos 7 = p.*) 

Umgekelirt Itanii jede Gleiebung vom ersten Oraile 



At, - 



- Cz- 



= 



auf die eben erhaltene Form rcducietl werden, - indein man sie 
dnrcli einen Factor It dividiert. Wir erhalten dann 

^ = fi cos a, B = R COS j3, C --= Ji COS ;/ 

mill daruiis nncli Art. 11. zur Bcstimmiing von R 
R - /jA^+W+'S'j. 
Jede Gleicliung Jx -{- By -\- Cz -\- B = kann dalier mil 
der (llcieliimg einer Ebene idenLilicierl uerden, deren iiormaler 
Absland vom AnTangspunkt 



ist und fiir welche die ftichtnngscosinus dieser Normalen durtli 
A, B, C dividiert durcb dieselbe Quadratwurze! ausgedriiekl 
werdcn. 

Wir geben dabei der Quadratwurzei dasjenige Vorzeiclien, 
welches die Normale positiv macbt, und die Zeichen der cosinris 
beslimnien dann, ob die Winkel, welclie die Normale mit den 
positiven Axen bildet, spitz oder stumpf sind. 



*) Obwohl wir 
so ist docli ilicse Gleichiiiig offenbftr 
dill at en system I! giiltig. 



ctangulare Axen voraiiSBetaen, 
leiiBO fiir seliiefwLnkligo Coov- 
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20 Dritte.'! ICnpitel, Art. 28. 

28. Man soli tien von ileii Ebeneii 
Ax -{- By -\- Cz -\- B = 0. Ax + B';, + C'z + 1/ = 
gebildeten Winkel besliminen. 

Dieser Winkel isL ebenso gross als derjuiige, weldien tfii; 
vom Anfangspiinkt auf beide Ebcneii gefallten Noimaleii mit eiii- 
ander eiitschliesseii. Da nun nach ilem lelzten Art. die Wiultcl 
beUaiint sind, welche diese Ncrmalen mit den Axon einscbliessen, 
so erhalten wir nach Art. 13. und 14. die Forraein 
AA' + BB' + CC' 



/| (^. + £V + c^; (^^ + ^-2 + c'') } 

■ ■> e _ (gg' — ^'Cf + ( P-^' — CA'^ + i^B' — A'Bf 
^"'~ — (^2 + j?2 _|. C^) (^'■' + B'-\- C^) 

Aus iluiCTi folgt, dass die Ebenen reclitwinldig /ii 
eiiiander sind, wenii 

aa: 4- BB' + CC' = 

ist, und dass aie einander parallel sind, wenn die Ce- 
ding u n g e n 

AB' = a:B, BC = B'C, CI = C'A 
erfOllt sind, tl. b. ivenn die Coefficienlen A, B, C zw denen 
A', B', C' proportional sind; es ist aus deni letzten Arlikel sdion 
nffenbar, dass die Richtung der Nornialeii beider Ebenen in 
diesem Palle dieselbe ware. 

29. Man soil die GleicUung einer Ebene mittelsl 
der Absclinitte n, h, c ausdriirken, welc^he sie in den 
Axen bestiuimt. 

Wir linden den von der Ebene 

Ax+ By -\- Cz^ D = Q 
in der Axe der x gebildeten Absclinitt a diircb die gleicbzeitige 
Substitution y^Q, z = in die GleieLung, d. Ii. nir babeii 
Aa -\- J> =^ 0; imd ebenso gelten die Gleichungen Bb -{- 1) =^ 0, 
Cf + i) = 0. Die Substitution der daraus gewomienen Werlhe 
in die allgemeiue Gleichung liefert ffir dieselbe die der Aiifgabc 
entsprechende Form 

W.mn in der all^Tniei.ieii Cleirliiing eiii Glied Milt, /.. B. 
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Die Ebeiie diirch drei Punkte. 



21 



wenn ^ = ist, so liegt der Punkt, in welchein die Ebene die 
Axe dor x scljneidet, unendlich entfernt oder die Ebene ist der 
Axe tier x parallel. Wenn gleichzeitig ^ = 0, .5 = sind, so 
schneideii die beiden Axen der x und y die Ebene in iinend- 
licher Entfernung und dieselbe ist somit ihrer ProjecUonsebene 
parallel. (Vgl. Art. 21.) Fur J = 0, B = 0, C=0 werden 
alle drei Axen in unendlicher Entfernung gesclinitten, d. h. 
eine Gleichiing von der Forra Q . x -\- d . y -{- Q , z -\- }) ^^^^ () 
reprasentiert eine unendtich entfernte Ebene. 

30. Man soil die Gleicliung der durcli drei I'uiikte 



x',y'.z'; x',y',z'\ x",y"',^" bostimmlen Ebi 
1st Ax ■\- By -\- Cz -\- B •= Q ilire Gleichung, 
A, B, C, n den Bedingiingsgleiclmngen 

Ax + By -\- Cz 4- jO = 0, 
Ax" + By" \- Cz" -\- B = <^, 
Ax" -j- By" + Cz" 4- -/> = 
geniigen, well jene diirch die Coordinaten jecles dei 
befriedigt sein muss. 

Die Eiiminalion voa A, B, 0, B 
licfert die Sedingung in der Form 
y ,z ,\ 



i finden. 
a mflssen 



schen dieseii Gleichurigun 



y". z, 1 
<J". -"'. 1 

oder duruh Entwickliing nacli den eiiifacben Geselzen der Dcti 
minanten 

a- {y' [z" ~ z') + y' [z" ~ z} + y'" [z' - ^■]\ 
+ y {z [x". - x") + ." {x"^ - x) + z- ix - X-)} 
+ z {x [y" — y") + x" (y" — y) -f x". [y — y")) 
= X [y" z"—y"z] + X {y"z'^y'z"')-^x"' {yz" ~y"z); 



. 26.) 



i ihr 



urhellen zugleich die Wcrthe von A, B, 



(vergl. 
C. B. 

Wenn wir x, y, z als die Coordinaten irgend eine.s vierlen 
Punktes betraclilen, so geben dicsclben Gleichungen die Be- 
diugung, unter welclier vier Punkte in einer F.bene 
liegen. 

31. Die Coefiicienten von x, y, z in der vorlier- 
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22 Drittcs Kapite], Art. 3i. 

gelieoden Gleicliting sind orfeiikar die doppelten Kla- 
clieiizahlen der Projeclionen des von den ili-ui Puiikten 

gcbildeten Dreiecks auf die Coordinateiieberjeii. 
Die MiiUiplicalioD dcr Glcichiing [Art. 27.) 

a; cos c( -}- y cos (3 -j- 2 cos 7 = p 
mit 2 F, wenn F den Inlialt des Dreiccks der drei Putikle iic- 
zeiclmet, niacbt dieselbe daiier mil derjetiigeu des lelzten Artikcls 
ideiitiscb, vreil F cos a, if cos (3, F ms. y die Projeclionen dieses 
Dreiecks auf die Coordinateiiebenen sind (Art. 4,). Soinit muss 
audi das absolute Glied in beiden [''alien denselben WcrLb 
haben, d. b. die GrAsse 

x' {y"z" — y"'z") -\- x" [y" z — y z") + x" {y'z" — y"z'\ 
reprasentierL das Product der doppelten Flacbenzalil 
des Dreiecks der drei Punkto in die Normale der Ebeiio 
vora Anfangspunkl, d. h. das seclisfacbe Volumcn der drei- 
seitigen Pyrainide, welche das Dreieck zur Basis und den Aofangs- 
punkt zum Scheilel hat.^} 



*) Wenn wir in dcm vorhergehenden 


, Wcrtlie fiir x', y\ 


e' cos «', e' KOs ^', e' COB y', etc, aubstitaieven, so findeii wir, i 


Eechsfache des Voliimecs dor Pyramide di 


IS Proiltict von (•', p 


die Determinante 




cos «' , COS ^' , COi 


'*'',. 


cos «" , COS. f , CO 


a/' 


cos <l COS f, CO! 


i-i" 


lat D^nlen \\i\ run die dieiKidien vect* 


jien dui-oh eine aiis 


laagbpunkt beaUuiebene Kugel vom Kadivi 


.s Eins gesohnitten, 



I] An- 
chnitten, so 
luf ihi das spliliiaehe Dieieolt if Zf' S"' bestimmei; 
fftcbe Vclmnen der Pjiauiide fur a=^R' R" ond p als die von fl"' auf 
lelztere Seite gsHIlte Noiniale = q q" g" sin a sin p, weil q' g" sin a 
der doppeltu Inh'ilt emei SeitenflaUio der Pyramide und p'" sin ;) die 
Normdle von Icr GegpneU e aut ditselbe ist. Die obige Determinaiite 
ist di,hci daa Doppelte Hei Function 

) {T.m . .... (.-») «.(.-i) .to (.-0)} 
dcr Sciten jcnes sphansdien Dreiecks, 

Man eiliennt dia N'imliplie, wenn man das Quadrat der obigen 
DetPimiuante incb dir gevi ubniichen Eegel bildet; die alikuraende Siib- 

giebt ala solohes 
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Die Eiitfarming von Pniilit und Kbeue. Art. 32. 23 

Wenn wir F selbst iriittelst <ter Coordinaten der ftrei PunliLe 
iiacli Art. 12. iiusclrucken , so wird gefunden, (lass 4 ^^ (ler 
Siinimi! (ler Quadrate der Coefficienlen von x, y, z in tier Gleidi- 
uQg des letztcn Arlikels gleicli isl. 

32. Man soil die Laiige der von eiiiem gogebciicii 
Punkte x, y, z aut eine Ehene gefallten Normale be- 
st im high 

Wenu wir duicli a, y, z cine dei gegebenen paialleleh 
tbene Jegen und dit gcmeinstliiftliLhe ISormale vcrii AnfinK-'lHiiiUl 
diif btide Ebcnm falkn, so ist dei iVMSthtn bcidtn rbLiicii tnt 
btllene AbarbniU die-iei Lime die fiagliche Noimale, weil pa- 
I allele Ebencti m pdi<illelen Linien gleiche Abscbnitte bestirameii 
Ncicli del Detinition des Art 5 ist aber die Lauge der Notmaleii 
dul die diiich a y, z gelitiule Ebeiie die Piojection ilea Radius 
\er(oi loii r y z nif iliest; N»j nink iiiul d'^liei naih Ait 27 

= < "-obc I V (o>.p+ If-; 
(!|p It i^litlie I iiigp 1st somit 

x cos It -{- y cos /? -f- *' '^os y — p. 

Dies setzt voraus, dass die Normale auf die diirch x\ y, z 
gebendi! Ebenc grOsser ist als p, oder dass x, y, z und der 
AnrangspunliL auf eiilgcgengesetzteii Seiten der Ebeiie Hegeii; sind 
sic aul' dersclbea Seile der Ebeiie gclegen, so ist A\a Lange der 
Normaleii 

= p — [x cos R + J/' cos /3 -{- z cos J/). 



d. i. 



welcliBii iTiit dera t'raglichen Wertlie iibereinatimnit. 

Die BemBtltnng evscheiiit natalicli, dass fiir diei 
winklige geraiie Linien die Determinante 

I eofl «' , cos P' , oos / I 



1 Werthe liat; denii ilir Quadrat ist nadi <lum Obigen 
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24 Drittes Kapilel. Art. 33. 

Fur die in der Form 

Aj: + S// -f fj -}- J> =- 
gegebeno Cleitliimg der Kleur nird wi<! iin Art 28. die Re- 
duction auf die INornialform dieses Arlikels vollzogcn iiiul die 
Lange der gesutliten Normalen ist 

■J/ -j- gy +_fc' -M 

Es ist offeiibB!-, dass alle diejenigen i'liiilUe, ITir nclclje 
Ax + By + Cz' + J) und jO 
diesclbei] Vorzeichen liaben, mil dem Anfangspuiiktc aul uneilei 
Suite der Ebene liegen, und dass alle diejenigen PtinlitL, fiir 
welche diese Grossen verschiedene Vorzeitlien beiitzen, auE der 
dem Anfangspimkt entgegengesetzlen Seite der Ebeiie gelegcn sind. 

33. Man soil die Coordinateii des Dm ctischnitts- 
piinlites von drei Ebeneii bestimmcn. 

Die Be.Uimmung dieser Coordinaten ist die AuJldsung von 
drei Gleicbiingen ersteii Grades init drei Unbekannten, wie sie in 
den „Vorlesungen" Artikel 16. (S, 28) gegeben ist. Die VVerlbe 
der Coordinaten sind gleidueilig unendlicb gross, wenn diis 
Determinante J oder {AB'C") verschwindel, d. h. nenn 

A IB'C" — B"C') -f A' [B"C — BC") + A" [Bd ~ B'C) = 
isl. Unter dieser Bedingung sind also die drei Ebenen der- 
se[ben geraden Linie parallel, denii ihre SchniltUtiieii sind 
noliiwendig iinter eitiander parallel, vveil sie sicii in einem un- 
endlicb enlfernten Punkte schneiden. 

Unter welcber Bedingung sclineidcn sich vier 
Ebenen in einem Punkte? 

Man erbalt diese Bedingung dui'cb Eliminalioti von x, y, z 
zwischen den Gleichungen der vier Ebenen; sie ist also die 
Determinante {AB' G" I/") oder 



A' , B' , C , 1/ 
I' , B" , C". D" 
A'", B'", C"', B'" 



= 0. 



34. Man soil das Voiumen des Tetraeders bestim- 
n, \rclciies vier gegebcne Punkte zu Ecken hat. 
Wenn \iir den Inlialt des durch drei jencr Punkte gebildeten 
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Dreiecks mil lier Lange iler vom vierten auf seine Ebeiie gefall- 
teii Normale mulliplicieren, so eriialten wii- das (Ireifache Volu- 
men des Tetraeders. Nun ist die Lange der bezeiclinelen Nor- 
maipu nacli dcr iin Art. 31. {,'cgebenen Form dcr Gleiciiung der 
Ebene diirtb cincn Bi'ucb gegeben, der das Iteaiiltat der Siib- 
sliluUon der Coordiiiaten des vierlBu Punkles in jene Gleichung 
zum ZSIiler uud die Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate 
der Coeflicicnlen von x, y, z in derselben ?um Nenner hat; und 
diese Quadratwurzel ist nach Art. 39, 'dLT doppelte Inhait des 
von jeticn drei I'miktRii gcbildeten Dreiecks. Das sedisfache Vo- 
liimen jenes rraglichen Tetraeders isl daber durcli die Determinantc 



ausgedrjickt.^) 

35. Es isL, gaiiz ebcnso wie in der aiialytisi;lieii I'laiiimelrie, 
evident, dass fur S = 0, S' = 0. S" = als Gleicliungen von 
drei Flaclien, und u, b, c als willkiirlidie Constanten durch 
aS 4" 6S' = eine PUche reiirasentiert wird, welche durcli 
die Scliiiiltlinie der Fiachen S = 0, S' = hindurcb- 
gcbt; und ebenso durcli «S -|- &S' + cS" = eine Flache, 
nelcbe die genieinschaniicben Pnnlite dcr drei Fla- 
clien S == 0. S' = 0, S" = entliJiU. Sind insbesoudere 
L ,= 0. M = 0, )V = die Gleichungon von drei Ebenen, so ist 



) DasVolumcn des von viei- dnvcli ilire Gleicjliungen be- 
mtea El)eneu begrenztanTetraederB liann gefunden werdao, 
1 man die Coordinaten ilirer £ckeu bildet und in die obige Formel 
3rt. Das Besttltat ist (vergl. „Voilesunf;en" A.rt, n.), dass das 
secliafaclie Volnmen durcli den Ausdrnck 

(AB'C'D'")^ 

(AB'C") Ia'B"C") (A"S"'C} {A'"~SC'} 
gegeben ist, in welcliem die Ewiachen den Farentliesen etelienden Qrosseu 
Determinant on bedeulen. (a. a, O, Artikel 3.) Die Determinante dea 
Ziililers und somit dec fragliclie Inbnlt versehwindet, wenn die vier 
Ebenen diitcli denselben PnnTit gehen ; und der Nenner versetiwindet 
Oder der Inbalt wird nneiidlidi gross, sobald irgend drei jener Ebenen 
deraelben geraden Linie parallel sind. Die Determinanten des Nenners 
Bind die nach den Elementen D gebildeten Minoren der Delerminant^ 
des Ziihlors. ') 
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ah -f- bM = die Gleichuiig ciiier Ebene, welche ditrcli Hie 
Schnilliinie der ersteii beideD unler ihncn geht, uut! aL-\-bM-\-cN^) 
die Gleichung einer Eliene, welche dcii geincinscljafUiclicn Diircli- 
sdmittsjiunkt all(:r diei enlbilU. Wir bemerken als specielle Falle, 
ilass aL -\- b ^ eine Ebenc bezeicbnet, nelcbe zur Ebene X=0 
gjarallel iai, und dass ebenso aL -^ bM -^ e = cine Ebene be- 
zeichiiet, welche zur Durchscbniltslinic der Ebeneii X = 0, JW'=0 
liarailel gcbt. (Vcrgl. Art. 30.) 

Vier Ebeneti i = 0, iH = 0, iV = 0, P==0 Keheii 
diirch eiiieii Puiikt, weiiii ihrc (ileichiiiigcii dtircli eine iden- 
lische Itelation von der Form 

aL -\- bM -l- cN ~i- (IP = 
verhimden sind, well dann diesetben Coordiiiitenw erlh wcIcIil 
den Gleichuiigen der ersten drei Ebenen genugei aiicl I e Glei 
cliung der vierlen idenlisch erfulleo. Weitn um^cl tbit 4iei duicb 
eiuen Punkl geheiide Ebenen gegeben sind so ist unc solche 
identische Itelalion leicht zu entnidiein; denn wenn i ii die ei«tc 
jener Cleichungen durch (^ S" C"), die zwtite durch {J^ B Uj 
die dritte durch {^" B </) und die vierte durch (ABC) mui 
lipliciren und die Producte addieren, so veischmnden nach Ait 
4. der „Vorlesungen" die CoeriirienLen von x y ittnLiscli un I 
das iibi-ig bleihende Cliud ist die DeterininanLe des Ail ^ 
welche ver^cbwindel, weil die vicr Ehviien i(h ui (jucin Puiikte 
durcbgchneiden. Die Cleichungen solcher nei Tbenen sind also 
durch die identische Relation verhunden 
L{A' B" C") — M{J' B"- C}-\- N{A'" BC-j — P{iB r ) = 

36. Wenn irgend vier nlcht durch einen Punkt 
gehende Ebenen durch ihre Cleichungen 
Z = 0, llf=0, JV = 0, P = 
gegeben sind, so liann auf dieseihe Art, wie in der 
analytischen Planimetrie [Vergl. „K.egelschnitle" Arl. 58.), 
dargethan werden, dass die Gleichung jeder andern 
Ebene in die Form 

aL + bM + ciV + rfP = 
gebracht werden kann. Dciin wenn diese vier festen Ebenen 
durch 

AiX + Biff + Cfl + Pi = 0, {> = 1, 2, 3. 4) 
respective dargestellt sind iind 

Jx -\- By -^ Cz -\- B ^ 
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<lic ITiurk rboiie hp^pirliiiPl, welclx in die rutiu 

oi + 6M + cfl + dP = n 
gfbrachl Hfidni soil so f,elit die BesUinmuiis mn ". 0, r, rf aiis 
der Auflosuiie' dir iiei Ikdingiing^gleicliunofii 

oB, -i- 6^2 -f- c^s + dB^ = P, 

fiC, + 6Cj + cC;, -f </C4 = C, 

rtiJ, + ft/); -|- ci>3 -f- rfi>^ = i) 

hervnr, ivclrho sltls in5glicli und heslimmt ist, so laiige die vicr 

leslen Eltenen iiliht durch einen Punkt guhcn. 

Daber piitspringt daraiis pin System von Ptiiiktcoordi- 
naten im Raiime, Iiei welcliem die Gleicliung einer Ebcne 
diircli ftine liiipare lioinogene Gleichung zwisuben vier Veraudei- 
lirbcjtydargeslellt nird. Und aligemein kann die Gleichung eini^r 
FISche ji'""' Ordnung durch eine homogene Gleichuiig n^™ Grades 
zwisnlien den Gi'osseii i, M, N, P ausgedriickt werden, well die 
Zahl der Glieder der volistandigen Gleichung n'™ Grades 
zwiscben drei und die der bomogenen Gleichung «•*" Grades 
zwiachen vier Variabein die naniUclie ist. Im Folgenden werden 
wir diese Vierebenen-Coordinaten uberall da gebraucben, 
wo durch sie unsere Gleichungen vereinfachl werden liSnnen; 
wir werden sie durch x, y. z, m oder durcb x^, x^, x^, x^ be- 
zeichnen und baben sie als GrSssen zu betraebten, wclclie zu 
den senkrechton Abstanden oder zu gcgebenen Vielfachen der 
senkrechten Abstandc des durcli sie bestimmten Punktes von 
vier Ebenen a;=^0, i/ = 0, j = 0, to = oder iCj= pro- 
porlional sind. 

Eiae homogene Gleichung «"' Gradt-s znisclieii dipscii nei 
Variabein bczeichnet eine Flatlit «'" Oidnun^ 

Beispid 1. Man bestimme die (>IucIiong dei Cbcne diiidi dm 
Punkt x', y , z und die DurchschDiilslliiiP der I^benen 
Ax'\-By-\-Cz-\-D'^{}MnAAX'\-ByJfCz'\-D =0. 

Sie ist 

[A-x + B-y + Cz + />') {Ax + % + Vz + B) 

= [Ax' + By + Cz + B) {A\x + B'y + Cz + />']• 

Beispiel2. Welclies ist die GieiduMiS der EhrnoABCia 
Figurl? 

Die Gleicliungen von BC sind 

± = ],|. _i-A = i; etc.. 
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also ist die Gleidiiing der geforderten Ebeuu 

f + i + T"^. 
(Iciiii sie geliL nadi dicser ilirer Form ilurcli" jcilc der dici Veiljiiidimgs- 
linien der gegebcncn Puiikle. 

Beispiel 3. Die Gleichung der Ebenc PEF in dei-selbcii 
Vigur zu besliminen. 

Die Liide F,F hat die Gleichuiigen 

uiid die Gleicliuiig der durcli sie init dcin I'uiikle a, 6, c liestimmteii Elicnc 
ist dafior iiach dein ersteii Beispiel 

37. Wenn vier Ebenen, weiche sich in derselben 
geraden Linie schncidcn, (lurch eine funftu Ebenc 
geschnitlcn werdcn, die jene nicht enlhalt, so ist Jas 
Doppelvei'lialtniss dcs cntstchendco Stralilbiiscliels 
unveranderiicli, 

Wir kdnnen diirch eine Trans form a linn der Coordinaten die 
Schoittebene zur Ebene der xy machen und erhalteD dann durch 
die Substilulion s = in die Gleicliungen der vier Ebenen die 
Gleichungen der vier Strahleii jenes Biischeis. Sie sind olfenbar 
von der Form 

aL + M = 0. bL-\- M=0, ci + il/ = 0, dL -\- M = 0, 
und das Doppelverhaltniss derselben liangt, wie in ,,licgcl- 
schnilte" Arl. 56., alleio von den Constanten a, b, c, d ab und 
andert daber seinen WerUi nicht, wenn durch Transformation 
der Coordinaten i = 0, M=0 als Gleichungen anderer Durcli- 
scbnittsltnicn erscheinen. Das Namliclie ergiebt sich audi geo- 
metrisch direct aus dem Fundamentalsatze ..Ilegelscbn." Art. 57, 

38. Darait kann eine direclere Ableilnng des Coordinatensystems 
der Xi des Art. 36 und des ihm nach dem Principe der Dualitat 
{..Regelschn." Art. 81.) correspondierenden Systems homogener 
Coordinaten |,- gegeben werden, nacli der zngleich die Beziehung 
der ullgemeinen oder projcclivisclien Coordinaten des I'linktes und 
der Ebenc zu den speciellen nach Cartesius und I'liickcr benannten 
System en anschaultch wird.^) 

VVcnn fiinf ['unkte A^. A^. A^, A_^, E, von denen keine 
vier in einer Kbene Hegen, oder ffinf Ebenen A,. Aj, 
A3, A4, E, von deucn keine vier durcb einen Punkt 
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gelien, gegebeii sinil, so liit 
und respective jedc niidere 
leslen Elemeiite (lurch proj 
stiniineii. 

Jeder Punkt P bestimmt mil 
den geradeii Verbindungsliiiien 
von dreien der Puukte Ai, die 
eiii Dreieck bilden, di'ei Ebeneii, 
die nur ihn gemein haben und 
durch die Dopp elver haltnisse ge- 
geben werden k5nneD, die sie miL 
den drei festeii Ebenen durch je 
dieselbe Gerade (iiamlich nach 
den iibrigen beiden Ai und nach 
E) bilden; z. B. also diircii die 
Doppelverballuisse von Ebenen- 
buscheln 

(^, A^. A^A^ E P), 
[A^A^.A^A^ EP), 
(A^ Ai .A^A^E P) 
isL der Pnnkt P bestimmt. 

Bezeicbnel man durch e^, ^2- 
63, e^ die Absiande des Punktes 
E und durch p^, pj, p^, p^ 
Abstgnde des Piuikles P von den 
Ebenen A.^ A^A^, A^A^ ^,, A^ A, A^, 
A^ A^ A^, Oder allgemeiner sind 
Ci und Pi die in gleicher Richtung 
gemessenen Lfingen von E und 
P respective bis zu der Ebem 
Ai All At, so sind die vorher ge 
gchriebenen DoppolverbSltnisse 
respective 



Pi'- 



Pj-- 



und man kann setzen 



St sich jeder anderePunkl 
Ebeiie in Bezug aiiF diese 
!ctivische Coordinaten be- 

Jede Ebene U bestimmt mit 

den ScbiiiLllinien von dreien der 
Ebenen A;, die ein Drcidach bil- 
den, drei Punkte, die nnr sie 
i\a haben und durcii di(; 
DoppelverhSltnisse gegeben wer- 
den kdnnen, die sie mit den 
drei festen Punkten in je der- 
selben Geraden (namtich in den 
ijhrigen beiden A,- und in Ej 
bilden; z. B. also durch die 
Dopne) verbal tnisse von Piinkl- 
reiben 

(Aj A, . A3 A4 E U), 
(A^Aj. A^A, EH). 
(A3 Ai . Aj Aj E JI) 
ist die Ebene U bestimmt. 

Bezeichnet man durch s^, e^- 
£3, Ej die AbstSnde der Ebene 
E und durch jt^, Wj, Jtg, Wj die 
Abstande der Ebene J7 von den 
Punkten Aj A, A4, A^ A4 A„ 
A^ Ai Aj, Ai Aj Aj, odor all- 
gemeiner sind £j und % die in 
bestimmten Riclitungen gemes- 
senen L^ngen von den Ecken 
des FundamentalteU'aeders bis zu 
den Ebenen E u. J7, so sind die 
vorher geschriebenen Doppelver- 
li^ltnisse respective 



uud man kann setzen 
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SO dass a;,, x^, kTj, x^ vier al- 
geltraische Z;ililun L)(;/(^idlncll, 
(leren VerliSltnisse den Punlit P 
in Bezug auf die funf Fimila- 
mentalpunkte bestimmen iind itm 
durcb dreifache Wiederliolung der 
ConstrucLioti der vierten Ebene 
in einem Buscliel von gegcbenem 
Doppelvcrliiillmss construiereu 
tassen. Sie sind als teliaine- 
trische Coordinateo des 
Punktes P zii bezeiclinen; der 
Punkt E bestimmt durcb suine 
Lagc gegen die Flacbcn des 
Fundamentaltelraeilers.^, A^ A^A^ 
die vier Maas^stabe, nacb denen 
siegemessen werden; wirneniieu 
ibit dell EinheitspHnkt des 
Systems, seine Coordinaten xind 
gleicli Eiiis. 

Liegt P in eiuer Flache 
Aj Aji At des Fundamentaltetrae- 
ders, so ist eine der Coordinaten 
namlicli a;; gleicb Null, und wenn 
man die pj, ej in Richlungen 
misst, welcbe dieser Tetraeder- 
ftacbe angehdren, so erhalt man 
eine entsprecbende Coordinaten- 
bestimmung des ebenen Punkl- 
systems in dieser Letzteren. 

Der Lage von P in der Te- 
traederkante Ai Aj cntspriclit das 
Verscbwinden von wn und xi und 
der I'unkt wird durch das Ver- 
baltniss von Xi zu xj beslimmt. 



Ii. Ij. la- li "er alge- 
braiscLe ZableD bezeicbneii, deren 
VerhSltnisse die Ebeiic 77 in Be- 
auf die fiinf Fundamental- 
ebenen bestimmen und ste diirdi 
dreiracbe Wiederbolung der Con- 
struction des vierten Punktes in 
einer gei'aden Heibe von ge- 
:ebenem DoppelverbSltniss con- 
strnieren lassen. Sie sind als 
tetrametriscbe Coordina- 
ten der Ebene J7 zu bezeicb- 
nen; die Ebene E bestimmt 
durcb ihre Lage gegen die Ecken 
des Fundamentaltetraeders A, 
Aa A3 A, die vier Maassstflbe, 
nadi denen sie gcmessen werden ; 
vv;ir nennen sie die Einbeits- 
-Itnie- des Systems, ibit Co 
ordinaten sind gleicb Cms 

Geht n durcb erne LdiL 
Aj Afr Aj des Fundannentalteliae- 
ders, so ist eine der Coordinaten 
namlich |{ gleicb Null und nenn 
man die m„ e, in Iticblungen 
niisst, welche dei entsprecbeuden 
Gegenllache des Tttraedeis an- 
geh5ren, so eibalt man eine 
analoge Coordinatenbestimmung 
des ebenen StialdcnsyslLuib in 
dieser. 

Wenn jfZduuh eint 'leti icdti- 
kaiite A; Aj geht, so verscbwin- 
den die Gooruinalen gi und |/ 
und die Ebene wird durcb da» 
VerhSltniss von ijzu^ bestimmt. 



Dcuken ivir die Telraeder der Ai und der Aj in der Arl 
idenliscb, dass die Ecke At die Ebene A,- ziir Gegenflarlie lial, 
bezeichnen wir die Scbnittpunkte der Strablim von J, nddi 1' 
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respective E mit der Gegenllaclie A,- durch Pi. Mi, die Schnilt- 
punkte (ler Ebenen aus der Kaiite Af Jj nach denselben Punkteii 

niit derGt^genlianto -^j: Jj durcli P^.j, E/,!, endlicli die SdmilLpunkle 
dcr Ebeiien 11 und E mil der Kanie A^ Ji des Fundameiilal- 



l^ig. J- 




letraeders diircli Ila, Eu (l'''g- 4). so hat man die RflaLioiien 
(Ai Ai . A^Ai E P} = {Ak Ai Eu Pu) . 
(A; Aj . A, A, E J7} = {At At Ei, J7i,) 

iiiul Homit ziir Deliiiition dor ConrdinalenverbiiKnisse die (ilei- 

cliiingen 
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^' =(J| ^4 E|, /',,). ?-- = (^. ^4^24 /*.,), -^ = (.J3^.iEj4P3,|); 

VVii- bestimmen endlich die gegenseilige Lage des Einlieils- 
punktes JS und der Einheitsebeiie E diircli die Aiigabe der Weillie 
der drei Dop[ielverhaltni8se 

iind erhalteii daitn diirtii Wuliiplication der euEsiirudiendun Werllie 
die Ausdriiclte 

h S4 *4 "^4 S4 a-4 

Wir werden zej^en dass die Stimine der diei hier eriialtenen 
Doppel verba ilnisse immer dann gleich Ems ist wenii die Ebene 
n den Punlft P enlh It =0 das« fui die Coordinateii tines sdchcti 
Piinld.es Xi und einei solchen Ebene | steU die RelatioD beslelil 

^4 ^4 ^4 

vvelche ibre einfaclisLe rorm aniiimml namlirli die Turm 

li + e ^2 + =j tj + £4 a;* = 
vvenn ii = A, = ^3 = ^4 sind d h wenn dei Einbeitpiinkl 
und die Einlieitebene der Coordinateii Xi und §; an 
alien Ecken, in alien Kanten und auf alien Placbeii 
des Tetraeders dorch dasselbe harmoniscb getrennt 
sind. Dieser Eiiifachbeit wegen wollen wir die Einheilelemente 
so gewabit deiiken, wenn iiicht das Gegenthei! ausdriicklicli aii- 
gegeben wird. 

Liegt der Piinkt P in der Ebene J7 (Fig. 4), so ist 
jede der in den erhalteiien Doppelverbaltnissen auftretenden 
Reihen anf die Eliene der beiden andern von P aus projiciert, 
z. B. die Reihe A^^ A^ 11^^ P^^ auf die Ebene A^ A^ A^ der beiden 
letzten Reibeii in P^ A^ J7,/ p^, wenn 27j4* den Schnitt voo 
J4 P| mit der Geradeii 2Ij4 IZ34 Ojg bezeicbnel, Wir ermilleln 
dann die Sumine der Doppelverlialtnisse 
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(4 J^ J7jj P^,), {A^ A^ n^^ I'.^^). (Pi ^.j Hj^* P23) 
und projicicVen zii dieseni Zweclse die Figur der drei Rdlien 
central auf eiiie Ebene, ivelclie zur projicierendeii i'Jltene der Ge- 
raden 11^^ 23,^* IJ.j^ parallel isl, so dass das Bild dieser Geraden 
^2i ^M* ^3i iinendlicli fern liegl unil 
die Torigen Doppelverhiiltnisse durch die 
gleichwerthigen (Fig, 6) 

U/ A{ CO P,|'). {A..' A,' CO I\(], 
ll\' a; CO Pj/) 
ersetzt werdeii, I'iii- welche man feiner 
schreiben kann 

(A^', A^. A^' P,'), (A/, A^, P{ A^). 

wenn man durch diese Symbole die Ver- 
liMtnisse bezeicbncl, nach denen die Seitcn 
(les Dreieclis A^ P^' A^ die Strecken A^ A^, 
aJ A^', A^' Pj' respective theilen. Wenn 
man aber endlich diese VerhSltnisse durch 
die Verbciltnisse der entsprechenden Drci- -^a 
ecksflSchen wie folgt ersetzC 

J a; a^ p ; a Ai p( A^ A A I A^ a; 

A Al A^' P{' A A{ P,' aI'' a Pj' ~Al A^' 
so folgt aus der nothwendigen Gleiclibeit 

z? a; A^ P/ + A A^ P,' A^ + A A^ A.; A^ = A A^ A^ P,', 
dass die Summe der drei hetracljleUn Doppelverb^tnisse die 
positive Einheit isl.*) 

Wenn in der Gleicbung 

I, «, + !,«, + i, «, + I, I, - 
die gj Coiislanlcn sind, so ist sie diis Gleicliiing der durch 
die Coordinaten |; bestimmten und also nach 







in analogei' Weiso aber einfacher 
{A B C a^-^-^A C B 1>) = \\ 
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= [At Ak El, Hi,) 



constriiierbaron Ebeiie, d. Ji. liic Gleidiung, welche von dcu 
Coordinalen aller Punkte dieser Ebene befriedigt wird. 

Sind m derselben Gleichiing die tc( Constanten. so ist sie 
die firieicliuiig des durch die Coordiiiaten Xi bestimln- 

ten Puiild.es, welchen man nach — = {A^Ai En Pjeij coiistruierl ; 

die Cooidimlen ill i dmch diesen Piinkt gclienden El eiien ^e 
nugeii il r 

S9 Durdi besondpi e Vorau selzungen ubei dn, e'-fct-U'eitioe 
Lage del 1 undamenlalelemente konnen die'ie allgemeineii Cooi 
dinaten speciaiisiert werden Isl H dei MiUelpuiiLL do dein 
felraeder der Ji eingeschnebenen Kugel so siiid die iiei Eiii 
heilen f,leicb, iiridi denen die a, gemessen werdLii wLnn man 
sie lis Langen/alilen dei Enlfei nungen von P von den tiindameii 
talebeneii betraditet iind dieselben htinnen dali i iU dieae ( angen 
zalilen selbst im gewfihulicben Sinne bezeichnet weiden (Ait M) 
Dei Uebeigang vjiii Einheitpuokt ? mit den Ab&tanden c ?u 
diesem Punkte dei gleidien Abslande 3li Finbeitpunkt ent'tpi iclit 
del MuItiplKalion dei Ctoidinaten a., mit der langcn?!!)! di 
iPspecUven e Ist i7 dei Srhwerpnnlt dcs TLlraeders so sind 
jene *ier Einhciten die Vieitel der entspi echenden TelnLdeiboben 
und die Cooidinaten nt die Veibaltnisse dei Enlfei nungen von 
P von den Fund-imentalebenen zu den Lntspiecbenden Hiilien 
des Tetiaeders^) oder der Volumina der Tetraeder PA ^t At 
iind A I At Ai Ziigleidi i f dann die Einlieitebene E iinend 
lidi lein 

\\cnn wii \oraussLt7ii di^s unt, Hicbe des I nndimental 
tetiaedeis z B -Jj J^ i dei A^ die unpndlich feme El em Ae'i 
Raiimes lei =!n bilden die Pun! te P^ /*_, P nnd £, F^ L die 
Paiallelprojection n der Puokte P unJ E nacli dfn Diditungen 
A^ 1 A^ lespcctive anf die Fbenen A A^ A und man liaf 
wegei ( (| CO E, r, 1 = — 1 
j^ Eji = - ^4 -E, 4^E == - 4, E^ ^ E = — i_, i^, 
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imS Biinilel, Reili 



■ Fig- 1. 



■^4 ^~„ 



■^4 -Sj. 






inir 0, A, B, 0, D, E, F durch J^. />,, 
A', -^j- -Pji' ^.ta- ^^3 '-" ersclaen und die uneniilicli fernen Punkte 
auf X, y, s durch A^, A^, A^ zu bezeichnen sind. 

Macht man cndlich Aj^ E^, = A^ E^^ = -^4 -^43 '^ 1> ^<* s'"'' 
tlie a:,, *,, iCy die gewolmliciien Caitesisohen I'uiiklcoordinateo 

^1 §2 



I, jj, f. DieGleicbungiia-, + ... = Ogehtin iic-fii!/ + 1^ + 1=0 
uber, d. h. in der Gleichung der Ebene siod die Vtirhaltnisee 
der Coefflcienteii zom absolulen Gljyd ihre PIflcker'sclien Coordi- 
aaten und in der Gicichung des Punktes dieselben Verhiillnisse seine 
Cartesischen Coordiiialen. 

Der Uebergang von den allgeraeincn ijrojetUvisclien Raum- 
coordinaten zu den elementareii Coordinatensysteinen von Cartesius 
und Plijcker entspricht einer Reliefbildung, bei welcher die eine 
Flaclie des Fiindamenlaltelraeders zur Gegenebene gewahll wird*). 



Daniit ist audi die Bedcutung der Substitulion - 
1/, z geomelriscli erkl5rt. 

1. Di-ei Punkle voii den Cooiili- 
nsteu^f, 2f, »?j bestim men sine Kliene 
voD der Gleiuliuiig 



, ^, -far a 



1. Drei Elieneii von^den Coordi- 
naleii^j, tj, (tjfljeslinimeneiiienibnen 
gejneinsnmeDPuiiktvonderGlGicJiung 

Ip la. 





5j 


i. 

1. 


% 


^3 


t, 



yi- ^2' ys> ^i] 



(Vergl. Arl. 30.) (Vergl. Art. 33.) 

Da (liese Gleicbungen aucb als die ResuJlate der EliminrtLioii der 
k, 1, m, n eder x, 1, (t, v zwisclien den Syslemeii 

kxi-j-hM-i-mZi-i-tm^^O, *|.-+i-.?,+ftey+''"f=0 (»=], 2,3,4) 
Ijeli-achtet werden Itonnen, so lial man fiir die Coordinaten eines bellebigeo 
Punkles in der Ebene y,-, «,-, w,-, respeclive die Coordinalen einer beliebigen 
Ebene durch den Punkt ijj, Iv, tag die AusdrUcke 



'^i- 



^(vergl. Art. 9,), If = ■ 



^i + (*f,- + " 
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36 Drittcs Kapitel. Art. 39. 

(lereii Nenner Ijei der SubstiluLioii in Gleichuiigen danii i irnaclilassigl 
wcrden kSnnen, wenti dieseiben in den t, respeclive den ^ homogen sind. 
2. Die Elienen, welclie zwei Punkte y, z, miC ika Fund amen tal- 
punkten Ac verbinden iind die geraden Linieii , in welclien ?!C die Gegeii- 
ebenen A,- dui'clisclineiden, sind durcli 

^j {Vk z, — yt Zk) + a:* {Vi % — Vj i) + o-i (Vj -i — l/i ^i) = 
dargestellt; analog die Punkle. wekht die 6chnittlinTe zweier Ebeiieii ijj, 
fi niit den Fundamenlalebenen A, gemein hat, durdi ilieaelben Gjeicliungen 
in den |, )j, ?. 

Dfi diese Gleicbungen aJs die Elimindlionsresullate der SysLcme 
IXj + myj -\- nzj = 0, Ixu -\-tnyi_ -\- n«i=0, Hi-}'myi-\-iU{\ etc. 
angesehen werden konneii, so erb lit man liir die fooidiniten xi eines 
Punktes la der Verbiniluugslinie dei beulen PunI te j/ , t, respeclive die 
Coordinaten |j einer Ebene durch die Schnitllinie von zwei Cbenen ijj, ti 
(lie Ausdrucke 



- [vergi. Arl. 71.). g; = ■ 



mi + "li 



3. Dieseiben Gleichun gen fiiliren auratlgenieinongeoiiiclrisdieii Inlei'- 
prelaLion der Zablen m und n ; man erhaiE ans 

Ix^ -\- ntyf -\- «ij = 0, tej -|- my., -j- ?>z., = 
durch Elimination von I 



und anidogc Werlhe aus den flbrigen Paaren. Die Uinforinung diesi 
dnicks fillirt aber zur geomelvisclien Jnterpreiaiion ; cs isl, wenii ' 
Doppelverhaltnisse in der Ebene ^, A^ -^a messen iind dafiir P^ i 
durcb JP, E bexeichnen und wenn Q, R elienso den Punklcn vo 
Coordinaten !/,-, Zi entsprecben; 






- {A,.A,AiEP) :{Ai.AtAsER) 

- [A:,. AtA,JilP):{Ai.'A, A^EQ) 



V, (A^.A^QJ^Pj^ 




wo £|:j/| = PjR^PiO isl, fiiri*! 
als den Schnillpunkl der Fundamen- 
tallinie ^2-^3 ""'^ ^^'' 'i^^den 
in der Ebene ^j ^2^^. (Pig. 7.; 
deiselhen Weise findet man 



In 
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Doppolveilialliilasgleidilieil, rniii rrojectiyiUU. Ai'L iO. 37 

Sind dann aber ferner i*,, J'^, P^, Pj vier Punkto m iler gcradeii 
Verbindungslinie der Piiiitte Q und R, deneii respective die Werlhc 
mj:nj, ffijJWj, msiKg, »i4:"4 eiitsprechen, so erhSIt man fur das Doppel- 
verhSltuiss derselbeu folgeade eiuffiDlie EntwickluDg. Han hat 



"1 ' "a 


- 1 '!h: '"■'. - 


:- 


■■-■<■ (, 

■ U,P.CM) 

-It, A,- 


- 1 
-ft. 


1/-,) mp,er,) 
(A,p,iim , 




■»4 


ft, - ft. 



(Vergl, „Kegelschnille" An, 298.) 

Uiiter der specielleii Voraussetzung, tluss P, iiiit 0, P.^ iiiit .R 
zusammeiifalleii, ist wegeu «, = 0, m.^ = 

(i>,/>2PjPi) = {QliPjPi) =-^ :, _!!:!_=,■! , 

% "14 "4 

Solleii Pj, Pj mil C, .R eine harmonische Gruppe bildeii, so 
muss Jt3 = — Aj sein uad man hat also for die Coordinate ii x; 
solcher Puiikte, die init yi und Zi eine hannonische Gruppe bil- 
den, die Wertlie (y^ + kzi). {Vei-gl. Art. 73.) 

40. Wenn zwei Reihen von Punkten projectivisoli d. Ii. von 
gleichem Doppciverhiiltniss sein sollen, d. li. wenn man liat 
(PjPjPgP) = {P{P.,'Ps'Pi')Ut, und wir durch ki, kl die Parameter 
der einzelnen Punkle in Bezug auf beliebige Fixpuulite ilirer lleilien 
ausdriicken, so ist 

^1—^3 _ l!,^k __ k {—k,; _ k{~k' _ 
k^^^ ' k^—k ~ V— V ' k{—k' ' 
wir betracliten Pj, P^, Pg und folglich audi P^, P^, Pg' als feste 
Punlcte, (lie drci gegebenen Paare der der project! visclien Reihen, 
und erbalten als Bcdingung der Projeclivital eine Gleichimg von 
der Form 

akk' — hk~\-ck' — d = Q 
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38 Drittes Kaijite), Art. 40. 

zwisclieii den Parameteni der beneglicheii eiilspreclieiHleii PunUto 
P. P- 

Substituiert man ffir k, Ic die durcli das Vorige bcslimmteii 
Wei'tlie voii der Form 



so cnEsteht nine Gleicliinig vou derselben Form, dio wir sdirei- 
ben w'otleii 

imd aus welchiir man 



erhalt. Soil dne Beziebiing dieser Ai't im ganzen Haume slalt- 
finden, so iiiiiss eine Abhangigkeit von der Form 

besleheii, aus weldier fiir alli; entsprecheodeii geraden Reiben 
die projectivischc Beziehung wieder hervorgeht, oder man muss 
ha ben 

Der Ebene ^,' x^' -j- l^ x^ -\- t^ x^ -j- |/ a;/ = dcs zvveilcn 
Kaumes eiitspricbt im eraten Raitme das durcli 

ll' («1 t'^i + «n^i+«18a^3+«na;4) + ll' («21^1+«2sa;:,+«a33^3+"!4^4) 

oder 

X, («, ,§,' + «,,^,' + a„y + a,,i;) + x^ {«„§,' + «s.e/ + ■ ■) 

+ a;3{«„|/+...) J^xM^il +■■■) -0 
dargestelltc Gebilde, d. Ii. wieder eiiic Ebene uiid man iiiiclit zu- 
gleich, dass die lineare AhhSngigkcit der x{ von den Xi noLh- 
wendig ist, wenn dem Punktsystem einer Ebene des einen Itaiimes 
ein ebenes Punlitsystem im andern Raiime entsprecbeii soil. Man 

*) FUr oji"= — «!, hat man den Fall clev Involation. 
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Collineation iiiid Keeiprocitat der Kiiume. Art. 40. 39 

liat aus der erlialleiieii Gleichung ziigleicli ITir die eiitsprechende 
Transformation der Ebenencoordinaten die Relatioiien 
I* = «js li' + ffj* ^2' + «a* ^3' + '■'4* I4'; 
d. h, der Uebergang zu einem collinearen System eiil- 
spriclit eincr allgemeinen linearcn Substitution I'lir 
die Xi und der transponierten Substitution rCir die 'S^. 
Durch g3DZ analogG fietraclitungeii erkennt man, dass das pro- 
jectivisclie EnEsprechen zwischen den Punkten xi eines Raunies 
und den Ebenen 1/ eines anderen I^aumes die Relationen 

'nil = ^,,x, + a,,x^ + ^i,x, + c^^x, 
erfordertund dass, damit auch immer einer Ebone ^ des ersten 
liaumes ein Punlit des zweifen entspreclie, zugleich 

rik = ci^iX^ + Wjsic,' + a^t^x.^ + or^^.r,' 
seiii muss, d. h. die Reciprocilat raumliciier Systeme 
wird ebcnfalls durcli eine ailgemeine lineare Substi- 
tution und deren transponierte analytiscbausgedriickt. 

Die gcomelrische liedeutung der Coerticienten der helreffen- 
den lineareu Substitution ergtebt sich aus dem Vorigen; so dass 
wir eine gegebene lineare SubstitulJon ebenso leicht geometiiscli 
darstellen konnen, wenn die Coordinatensysteme gegeben sind, auf 
welchfl beidc Raume bezogen wurden, als wir auch zu einer geo- 
inetrtsch gegebenen ColUneation oder Rcciprovilat zweier Raume 
die analytiscbe Ausdrucksform oder die sio reprascnUerende lineare 
Substitution ermitteln lidnnen. 

Bezeichnen wir im Raume der xi, ^i die fundanieutalele- 
mente durch A^, A.^, A^, A^, E uud E, im Raum der a;/, 1/ 
dagegeu durch A^*', A^', A^', A,^' , E*', E*', so dass jenen in 
diesem Raunie die Eleinenle A^, A^, A{, A^, £" und E', den 
zweiten aber in jenem Raume die Elemente A^, A^; A./, A^*, 
E*, E* entspreclicn, so lieferii die allgemeinen Substitutionen 
fQr den Punkt At und die Ebene A,* die Reziehungen 
fgt • ^ J^ 

hk ' ''" hi 

und somit zu unmittelbarer Verbindung iiiit iler geometric lii;n 
Construction fur A^ respective Aj* 

Xi : Xj = ail, : aji , gj ; |i = «,* : <ia- 
Die Ooefricienten der linearen Substitution, neiche die Collineatioti 
zweier Raume ausdruckt', sind also, sofern sio zur selben Zeile 



■ Ik = aa 



yGoosle 



40 Diittes K^pitel- Arl. 4LI. 

gehoien d. h, eiiierlei eisteti Index habeii, den (lurch die zwei- 
len Indices bezelchneten Coordinaten der Ebene des ersten Systems 
gleich oder proporUonalj welclie der durch den gemeinsameo In- 
dex bezelchneten Fundamentalebene des zweiten Systems ent- 
spricht; sie sind dagegen, sofern sie zur gidchen Reilie gehoren 
d. h. eineriei zweiten Index baben, den durcb die ersten Indices 
bezeichnelHn Coordinaten desjenigen Puukles im zweiten System 
gleich Oder proportional, weicher deni durch den genieinsamen 
Index bezel eiiueten Fundamentalpunkte des ersten Systems ent- 
sprichl. Miin eriiall: iiberdiess I'ur den Punltt E' dii! Uelaliou 

fia:/ = «,-, + «,-., + «iy + <,n , 
A. h. seine Coordinaten sind die Summen der Coefficienten der 
SubsLitulion nach Zeilen; und fur die Ebene E* 

oder ihre Coordinaten sind die Summen der Coeiticieukii nacli 
Reiben. 

Ini Fallc der Reciprucilat erlialt man gunn analog fin- die 
Ebenen A/, A;* 

1/ : 'ii — f^,* : Ojt und & ; |, = «* : ^u, 
und fur die Ebenen E' und E"^ speciell 
mh' = Cii + "12 + "is + «'.jj i-h- = ",i + «.i + «3* + "i^- 
Denken wir die collinearen Raiime speciell congiiiont und in sieb 
deckender Lage, d. b. alle ihre entsprechenden Elemente als zn- 
sammenfallend, so erkennen wir, dass jede Transformation der 
Coordinaten einer liuearen Substitution aquivalent ist, in welcber 
die Coefflcienten von eineriei erstem Index den durch die zweiten 
Indices heneichneten Coordinaten der Fundamentalebene des zwei- 
ten Systems vom gemeinsamen Lidex im ersten System, und die 
Coefflcienten von eineriei zweitem Index den durch die ersten In- 
dices bezeichneten Coordinaten des Fundamentalpunktes des ersten 
Systems vom gemeinsamen Index im zweiten System gleich oder 
proportional sind, wahrend die ftfachen der Coordinaten des Ein- 
beitpunktes des ersten Systems in Rezug auf das zweite gleicli 
den Summen der Coefflcienten nach Zeilen und die ^fachen Coor- 
dinaten dor Einbeilebene des zweiten Systems in Bezng auf das 
erste gleich den Summen der Coefficienten nach Reihen sind. 
{Vergl. Art. 16 f.) 



yGoosle 



zitr Bestimmiuig der Werllie von fi, welchc die sicli selbst wilsprecheiiden 
Punkte liBfern. Durcli Elnsetzeii <ler Wui'zolwerlhe in die Kediiigungs- 
gleichuDgeii werden diese zu Bestimraungsgletchimgen fur die Coordlnaten 
der fraglicheu Punkte. Wetin sie reell sind, so vereinfachen s!cli Mr die 
Walil derselbeii als Fuiidamenlalpuukle die Formeln der projeclivischen 
Beziehung iii (*a:/ ^ aiXt. wie es aus den Gruodlagen unserer Coordi- 
natenbeslimmung sich audi direct ergicbl, (Vergl „Kegi'lschnit[e" 
Art. 376.) 

Beispiel 2. Zwei Rlume smd einindercollmear, wenn sie zu demsel- 
beii dritten Raume reciprok sind 

Deno die Verbiiiduiig dei Bedingiings^ Inch iin gen der beiden Recipro- 
cjtaleii glebt solche der Oollmeaiion 

Beispiel Z. Die Gleicliunf,cu dir ( ollineiliou dw liiimne sind fiir 
acliierwinklige Coordinalen 



n + «ia«' -f 



^ + "gsi/ + ": 



. y = 



h ajuJ' + "aatf + ". 






"11 +"!?= + '' 

Den Punklen der Ebene Wj, -|- a^^x -\- a^^y -\- a^^z = enlspreciien 
unendlich feme Punkte im Baume der gestricbeuen Coordinalen ; w3re 
sie selbsl unendlich fern, so hatlen wir den wpeciellen Pall der Affiniliil. 
(Vergl. ..Kegelschnitle" Art. 378. 6; 424.) Im Allgemeinen nunnen wir 
.sie die Gegeneben e im iingeslrichenen Baum. 

Hier soil derFallderlnvolu tion untersuch I werden (vergl. „Ke gel - 
schnitte" Art, 377.) d. li, der Fall des vertausclibaren Entsprecliens 
zwischen den Elementen beider fiSume. Die Ebene, welchc durcb 
«j, -{- a^^x -|- flj^y -(- fljjJ = dargestellt isl, die Gegenebene 
der [nvolution, ist dann allgemein aichl unendlicb fern und kann als 
Ebene z^O gewahlt werden, so dass die GJeichungen der CoIIinoation in 
z {x — a.,,) =a2i + «^23; + ff;3f/, :(/— «a4)=rt3i4-"3v^ + '"':!;i!/' 

zz = «ji + a^jx + fl^s^ + OjjJ 
und durcli Parallel verscliicbunft der Anon do-s gcsUichonoii Syatcuis iiacli 
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42 



f Kapitcl. Act, 



(lem Anfaiigspunkte (a^j^, a^^, 0) in 

z-c = oji + a,,a; + OjaJ/, -y = 'j + 'g-.^ + ".las'' 

uLergehen am dencii Tui sich deukende (.oordinatensyslemc iiii Falle der 
luvoliitiou sofott die weileten folgen 

-« = «_,,+ / t + «23j(, jy = «jj + fl ,^ + a.^^', 
z' = a,,+ /, 1 +«,^ +«,,' 
Die Be liiigungen «lei Vei traglicliheit diesei beiden Gruppen von GlGichun- 
smd die Bed n„iingi?n der Iiivolutiun Hultipliciercn wir die etslen iieiden 
Gleichungen der lelzlen Gnippe ml. r und clzen srdann fur zx , zy , zz 
die Werthe nicli denen dei eisten Giuppe, so folgt,n als Tiir alle Werthe 
del \, y, z i\i eiMJende Glficliiingen 



-> (<■„ + «„» + 



+ «„ (a„ + «„» + «,„) 
+ '„(',, + « <■+ J, 



+ '11^ + «2s;/) 






~ 0, o., _ 



fiiesen Iip]at<oiien j^enugen die Annalimeii a) und ebenso 1 

a) «ii = + «!"j «23 = f* " ^ = b) 03, = 

uiid luaD uihaiL denselheu entsj t echend die nieiclmngea d 

1) ^^ = (tjiX, y = a,,y, 'i = i„j^ oaei b) ^a ■ 



= «r2^+«2ay. 



Ira Falle a) folgt fdi a. = 7 , ,/ = V, ^ = ^ 

a (r - «,J _ 0, !/(.-.,)-. ' - «„• _ 0, 
denen gleiclizeiUg gend{,L «ird diirch , == «„, und duicli s = — a^^, 
T = 0, y = Es giebt sonach in diesera P^lle eini" sich selbsL enl- 
sprecliende Ebeiie (Collinealionsebene) panllel zur Gpgenebeue ira Absland 
«22 ion derselben und emen sicb selbst entiprechenden Pnnkt {Collinea- 
tiODscentruni) m der Axe ^ in dtmselben Abstand duf der andeni Seite der 
Gegenebeiie Die in jenei Ebene lie^en Ibn Ptinkte und Geradeii nnd die 
durch diescn Punkt geliendcnEI cnen uiid Geiaden entsprechen sich selbst; 
die Geralen in jenci sind die Ttiiger mvolutonscber BQscIiel entsprechen- 
der Ebenen, die Geiaden durcti diesen die Trager mvolutonscber Beihen 
tnUprerliendei Punlite '') Ini i) ille b) ist fur ^ = i , y ^ y . z ^ z 

(selzen wir ^6", al o - ^ ■\~h\ 
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Dis Nullsysfei lis '^iP<iilfiU ilei Ri. i[ i cit^l Ait iO 4S 

no iln dnltc GIpirliung lus Hen bnil'ii eistcii folgt, so ddss dif^tlbrii 
iwei Geiaite m iiqitidisldnteD Paiallelebencn /iir Gegenebene bezeichticii, 
(lie rait b gleichzeitig reel! uniJ iraaginai unil <luiLh dii Glcccbungen Ijp- 
titimmt smd 

* (* - "ia) = « 3?/. ;/ (^ + «i'»l = "si^ 
Wahlt man dio Halbiei ungslinien ihierRichluiigen in der de^pnebene die 
sleh rf,ell sind zu deii Atiii ler c und y so eiball man fur die Gleich 
iingen der littalutian 

und Til die sub sdlisl entspcpcbeiiden li nilcn 

Entspretbende Piinkte lipgen in eiiier die Doppellinien '■Uineukndeii tieia 
den und bilden mit deit Punkten der letztcren li<irmonisc1ie Gruppen, ent- 
spiechende Ebenen ^ehen duich eine die Doppellinicn sUineidende Geradc 
und bilden mil den Ebmcn deiselben harmonische Gruppen ^) M<in untei 
scheidet beide FJIle der inrolutonschen It3unie als ccNliisch involutoiiscb 
und geschaail mvolnlonsch ') 

Beisptel i In zwei recipioken Rnunien liegcn Punkle x, in den enl 
spiecbenden Ebenen | nenn 

a-, h,», +»„!, + , „i, + .„:i,) + . (.,, + 1 
!:+»,(«„«,+ ) + ^, '«„',+ )-0 
ist; cs aind also die Piinkle oincr Flacbe zweiter Ordnung 

«l,a7,'' + . - . + (.V,, + „,,) .r,^, + =..-. 0. 

Wir werden bald selicn [Art. 63). dass fur Oit == cw diese FlSclie zu der 
Flacbe zweiler Ordnung wird, in Bezug aul' welcbe der Punlit Xi und die 
Ebene |/ sicb als Pol und Polarebeiie enlspredien. 

Beispiel 5. Setzt man in den allgemeinen Gleicliungen der Recipro- 
citat Uii = nnd an, ^ .«^^■, so wird die Gleicbung der ineinander 
liegenden Elenienle identisch errfllll; die Gleicliungen der Keciprocilat 
werden 

5l =^ "i2^2 + <>^|3-^3 + "u^it 

Is = t'l3^1 "— "23^2 + '^34^11 

Da die Delerminante der rechten Seiten dieser Gleichungen nichl idenliscli 
Hull ist, wie in dem enlsprechenden Falle der Planitnetrie , so bestimraen 
sie eine Reciproeitat rflumlicher Systeme rait vertausciibarem Entspreclien, 
also eine Involution, die man als ein Nnllsystem l>e«eichnel.^) 

Fur x^ = 1, x^ = a:, iCg = i/, ic^ == I und l^ : |j = |, 
^s • li = *if ^4 = ii = £ J'o'gt aus der Gleichung der deni Punkte tc; 
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J 4 Drittea Ktipitel. Art. 40. 

eiitspieclienden Ebene die Gleichung <ler Ebene, iveklie Avm Punlite x, y, 
z eDtspnclit, 

~ ("1. + «!.»= + "j.|!/) «■ = 0, 
'iilcr man hat 

. = — "i- + ''aa)'/ + "»: ' ^ — g,8 - i-gx + Cai^ 

, ^^ ~ KH — «aj^ — «3J.V 

Eineiu Biiscliel voQ paralleled Ebenen im gestrichcoeii System^ als [\\r 
weldie Jie Vcrltallnisse |' : ^ iind ij' ; ^ constante Werlhe 1, y, bcsitzeii, 
entspricht eine Punklreihe iin amtern System, welclic durcli 

- «,. + «2^y + «24^ + M«,, + «.i^ + ''..y) == 0, 

— "13 — "as^ + %i- + f^ (''(-1 + "^J^ + "34^) = "J 
besliiiiml isl unil dahcr stets diircli den I'eslen Punkt geht, in dera die 
Ebeiien 

«2aJ/ + "2.1^ = «J2- «24* + "aiJ/ = — "ui ■- ''■.'3« + «sj^ == "i3 
sicli scbneiden, und welclmr unendlich fern iicgl, well die Determinaute 
der linhen SeiLen in dieseti Gleichiingen versdiwindct. Deo Geraden der 
iiuendlich ferneii Elbene etitsprechen Gerade, die einander parallel sind, wie 
es aus der involulorischen Halur der fieziehuiig hei-vorgelit ; man uennt 
sie die Durchraesser des Systems. 1st einer derselben die Axe der z, 
so muss «2j ^ 0, «3^ = sein und man eriialt fur den der Stellung 
def Ebene z = enlaprechenden oder conjugierieii Durchmesser, die 
Axe des Systems, mit i = 0, jt ^ 

_ + /=0 - _ =0 



M h 1 



by I m A V r 1 d 1 

f + - = J i = I + — = j 

fll gd ImPltllZtp Id 

(- )= (11-1 II 
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t =-(^~+7 
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ciilsprcchciidcii 0(1 er conjugierten Gei'ailen 



' «^ («B - ml,) 

utui sieht (Iarau9, (lass eitie Gerade sich selbst conjugiert ist, wenn man 
lial a^^ ^ cjs ('"* — ^^]'' *® S'^'*'- "'*" <l''eifacli unenillidi viele sich 
selbst coQjiigiene Gerade. (Vergl. weJterhin Art. 53, 1.) Uurch jedcn Punht 
des Riiumes gehen einfach uiientllicli viele von llinen, welclie das Bfischel 
in seiner Polarebene, und ia jeder Ebene liegen einracii unendlicli viele, 
wekbe das BQscliel aus ihrem Pol bililen. Jede Gerade isE sigh selbsl con- 
jugiert, welche zwei einandei; conjugierte Gerade sclineidet. Han sieht 
darnach leicht, wie iiwei Paare coujugierter Strablen unendlich viele ge- 
meinschartliche Trausversalen liabeu miissen, wie die gemeinsame Normale 
lu nwei coningierten Gcrodeii auch normal zui' Axe des Systems ist, etc. 

Die getEide Lime 

41 Wenn man die CleiLliunoen zneipr E! pnen -ils gleichzii 
tij, geltend itiiiiflil bO \iiid durili bie die DurcliuLliiu Its lime diesei 
] el7teren ie| lasenliert lU nel(^lie dile diejenigrn Punkte entli^ll 
del en Cooidinaten beiden Gl ichuiigen gcnu^en Das zulel/t Voi 
lieigehende niacht augc.u«Lheinhch dass die Gleichungen zweiei 
Ponktc lis t,lpiihzeitig geltend gedacbt nicht minder erne geiadt 
I iniu darstellen namlirh die j,e[ade Vfibindiingslinie jenei beiden 
I'nnkte (Veigl Art 51) 

Indem man nach einandei iind j zwisilit,u den beidtn 
( leicliungen cliniinait Lilnit man die Gl tdiiingen lei gi n len 
Lini in dii ntbnucli lichen Toim 

» = », + « j-1 +b 

Von ilineii stellt dit er«te die ProjeLtion Uei Lime iid di 
FboiiP c odei dtn Aniiiss und die /weite ibie Piojection aiif 
die tbene yz odei den Seitenii'^s dai Beide zeigen dafts die 
Gleichungen einer geraden Linio vici' unabhaiigige 
Constanten enthaiten. 

Wir konncn die Gleicbungen der Verbindungslinie zweier 
Piinlite unabblngig bilden denn nir haben im Art. 8 die Coor- 
dtnaten iigend einps PunlUes dieser Verbindungslinie bestimmt nnd 
es gtniigt ffii ]enen Zwetk aus den Werthen derselbcR daa Ver- 
baltni'is m n ta bLBtimmeu und seine drei Ausdriicke einander 
^leicli zu splzen man erhait die Gleicbungen 
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46 Drittus Kapitel. Art. 42. 

als 'die IGleir.liungeu Aer geraden Verbn d iiig liuje ton a y 
iind x", y", z"; dieseiben Gleichungen eroeben si(.h us eiuet 
einrachen geomeLiisclien Belrachtung. Sie zeigpii auch dass tin, 
Gleichungen der ProjecUonen der Lime mit den Gleicliungiii der 
VerbinduDgslinien der gleichnamigen Projectiouen von zneien iliiei 
Punkle identisch sind, wie diess aiicSi sooiit evident ist 

42. Zwei gerade Linien im Raume scbneiden bicli im 
Allgemeinei! niclit. Wenn die erste dei^elbon durrh dit. Gleich 
ungen £^0, M = und die zweile durch die anduen iV=0 
P^O dargestellt wird, so »ird der Duicli«diniU«piinkt dicger 
Geraden, sofern ein solcher vorhanden ist 7ugleidi jenen vier 
Ebenen genieinsain sein und die Bedingiing unlei weicbei 
sicli jeiie Geraden durchschneiden, isL dali^r diesellie, 
iinter welclier vier Ebenen durcb eincn Punkt gehen, 
welciie v*ir im Art. 33 entwicUelt iiaben. 

Zwei sicb scbneidende geradc Linien bestinimen 
eine Ebene, deren Gleicbung Icidit gefiindcn werden Isami. 
Denn wii- sahen im Art. 35, dass die linlien Seiten der Gleichungen 
von vier durch einen Punkt gebenden Ebenen der identis(iben 
Itelation 

aL-\- bM -\-cN -^ dP = 
geni'igcn; es mijssen somit die Gleichungen aL-l-bM^^O, 
ciV -j- rfi^ = identisch und fteprasentanten der namlichen Ebene 
fcin 7ngiei(li 7eigl die Form die';ei beiden Gleiilmngm dass i 
lespecLive dincli die beiden geuden Liiueii i = JJi = I) 
JV=!0 P=0 bindui ehgehcn 

a li.li TiDiLii luich lileidiuijgen 

dargestellt slud so Hud die fieilmgung untei dei sie sidi dursdioeideii, 
gerunden iiidein man die ersLe und dntte Gleidiung fur z aufloat und die 
so gelundeiien Wertbe tmt len aus der 7«eilen und vierten GleiLhun^ 
eiil ini ^Biileu vLi^Iei It mm orhalt 



Woiin diese Bedlngung eilTilll ist, so sinii die vier Gleid)i, 
die identisdiG Belatiou 

-('»"»') {(9-- » = -')-- (•/- »■=-'■)} 
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Die gorade Liuin. Art. 43. 47 

verljumlen untl es ist daher die Gleicliung ihrer Eiiene 

43. Die Gleichungen einerLinie zu fiiiileii, vvelcliu 
durcli den Punkt x, y, %' gelil iind mit den Axen die 
Winkel «, /3, y eiiischliesst. 

Die Projeclioiien der Entferiiong dns Piiiiktes x, y, z von 
eiuem verander lichen Punlite x, y, z dieser Linie auf die Axen 
sind respective x — x , y — y', z — z, und da sie gleicli den 
enlspreelienden Producten dieser Enlfernung in die cosinus der 
vun der Linie mil den Axen gebildei.en Winliel siiiii, so ei'lial- 
len wif 

cosfi cosjS cosy 

cine Forrn der Gleiebungen der geraden l.inie, die in Ansehuug 
ilirer Symmelrie nach x, y, z Ijaufig brauclibar und selbst der 
Form des Art. 41. vorzunielien ist, obvvolil sie zwei iiberfliissige 
Conslanten einschliessl. 

Man soil die Gleielmngen der voni Piinltte x! , y. z' 
auf die Rbene 

Ax -^ By -\- Cz -\- 1) = 
gefallten Normaien entwickeln. 

Die Bemerkung, dass die Riclitungscosinus dieser Linie nacli 
Art. 2G. den GrOssen A, B, C respective proportional sind, giebt 
soforl die fragiichen Gleiebungen in der Form 



Wenn wir umgeUelirt die von ciner gegcbenen Gera- 
den mit den Axen gebildeten Winkel besliinmen wMlen, 
so bringeu wir ihre Gleiclning in die Form 

x — x Vz'Z = -11^' 
A ^ B C 

und erlialLen die Riclitungscosinus der Linie, indeni wir die Griis- 
sen A, B, C respective dividieren durcb 
j/J^ + 5^ + C') . 
1. Welclies sind die RichLuiigscosinus der tie-- 
. + a, y=^»z-i-b1 
r die Gleichungen in der Form 



sind die liicliLiingscosii 
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48 Drittes Knpitel. Art. 43. 

m n_ , ^ 1 

Beispiel 2. Man soil d ie Richttingscoaiiius voii 

~==^, z=0 beslimmen. 
Sic. siml ^J=,^' ^ T— ^- =, 0. 

Beispiel 3. Man soli ilie RJcIiLuiigscostuus l)esliinine]i fflr 
Ax-\- By-\- Cz^ D = 0, A'x -\- B'y + Cz -f i)' = 0. 
Die nacli einaniler folgenden Elitniiiationen von y \nn\ z uiid die dann 
vollzogene Reduclion auT die Form dieses Art. giebt die Iticlilungscnsiuus 
ill den Ausiii'iicken 

BG' — B'C, Ca' — C'A , AB' - ^ ATJ 
R n R 

Mr R"^ = {BC' — B'Gf + {Cji — (fJ)"^ + {AB' — A'Bf. 

Beispiel 4. Man soli die Gleicliiing der ihircl} die gecadcH 
sicli durchsclineidGiiden Linicn 

(e — gy ^^ iz — j/' _^ z — n' ^__zz^l. = ■' ~ '''' = ^.nJi. 

gelienden Ebeue bcslimmen 

Du diese Sbene durcb den PunkL x, y\ z geliL und ibre Normale zu 
zweiea Linieii normal ist, deren Richtungscosinus bekannt sind, so isl ihre 
Gleicbung nach Artikel 14. 

{x~x) (cos(3cos/ — cos/S'cos;'} -[- [y—y) (cosy cose*' — cos /cos a) 

Beispiel 5. Man soli die Gleichung der diucb die zwei 
parallelenLinien 

bestimmten Ebene findeii. 

Diese Ebene enlhMlt die Verbindungslinic der gegebenen Pinikte 
a;', /, z; x", y'\ z", deren Rich Lungscos inns zu den Differenzen 

x — x", y — y", z — z" 
proportional sind; in Folge deasen sind die Ricbtungscosiiiiis ijirer Nor- 
mal en respective proportional den Grossen 
{y —y") cosy — {z'—z") cos|3, (/^O cose— (a;' — a;") cosy, 
[x'—x") cos§ — {y'—y"} cos«, 
iind diese LeUteren gehen daher als CoeffiGienten Von x, y, z in die frag- 
liebe GleicliuDg eiii; man fiudet endlicb ihr absolutes Glied, indem man in 
den so gebildeten Auadruck die Substitution x , y, z fflr 3;, ^, z vollzieht, 
in der Form 

[y'z' — y'z) costt + {zx —z'x) cos(3 + {xy'—x"y) cosy. 
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Winliol von zwoi geiailen I.inien. Art. 44. 49 

44. Man soil die Richtungscosimis iler guradeii 
I.iiiie finden, wel 1 e len o z e e el (. d 

gehildeten Winkel h lb e t 

Nacli (ler Fassi 1 Auf^ be ge gt e d e Bet acht 
auf Linien cinzusch 1 e! 1 d h d A fang punkt I r 

Cooidinaten gehen. Denken w 1 abelnebefe 

radeii die vom Anfa [u kt ^,lech t ntle nte P lie 

J t J z 

bo 1st der Milteljjuiik I e ade Ve 1 d In e P nl t 

ilei ge>-ui.liten ITalbi n I nid Gle h 1 Ibe 1 

(label (luicli 



«' + + J + 

iiiisgediiickt, ilire Rltn o omtio|Otol 

» + J +j + 

da aber x, y, z, x j zu 1 n R ht n os u der gegC 

beneii Linien in einerle Ve hal tl o dd B btuigs 

cosinus der Halbieru g I e z 

eos«' -\- cose; o/J-|-o^ ay -\- } 

proporlioiial , nnd n bklt lire Au d 1 na j ) 

dieser GrOsseii diir I d Q d at el le n e 1 

Quadrate dividiert. 

Die Balbierungsl n e i b pt lein n nl el d fceg 1 
Geraden wird gefunlen de ma f de Punkt v y 
einen im entgegenge et t Sn e gle hwet o Anfa ^\ It 
entfernten Punlit, d ~ x — j ^ 1 uetndl 

Ricbtungscosinus sind lab le Cos 

cos «' — cos a OS (3 — OS (3 05 o j 

proportional. Die Quad t r eln m N 1 ff 1 11 

/2 {1 + cJTdj ode 9 J 5 ^ ) f ) al W 1 I de 

beiden Geraden. 

Wir bemerkeii, da d tbe I 1 I N II 

zneier Ebcnen balbie e lur 1 

{x cos « -|- y cos ^ -\- z f,<i'&y — p] 
= + (ic cosk'+ y cos^'-j- z cos / — p) 
dargestellt werden. (Vergl. Art. 32.) 

45. Man soil den durcb dio goradfin Linien 
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t m n ' I' m 

gcbildeten Wiokel bestimmeii. 

Die Vergleichung der in den Art. 13. uiid 43. 
Ergebnisse giebt fur diesen Winkel die Formel 

_ U' + mm' + nn' 



Die iietra elite ten Geraden sind somit rechtwinkli; 
andcr fOr 

a- + „- + m- = 0. 

Beispiel 1. Welches ist der von den gcradeii Linieii 

gebildete WinkelV 

Aiitworl: 30". 
Beispid 2. Man soil die ! 
Piinkles x'\ if, z von der gera 



Wejin mac von jcuem auf diese die Kormale raill und ilen gcgebcnen 
PuDkt mil dem Pnnkte x , y, z der Geraden verbindet, so ist die LSnge 
von jener tiera Produete aus der LSnge L dieser Lelzteren in den sinus 
des von beiden gebildeten Winkels gleieh; nnn sind die Biehlungscosinus 
der eben bezeiclineten Linle L durch 



dargestelll uud man erhSIt miltelst der im Art. 13. fiir si»' fl gegebenen 
Formel das Qundrat des gesuchten senkrechten Abstandes 
= \aas§{z'—z')~(M&y{y'—f)Y+{f.(isy{x'—x")—cosa{z—z")'\- 
+ [COS.. [;,'-/)- cos^(^'-a.")?. 

FOr x" = y" ^ z" = reducierl sich dieser Ausdrock anf don 
im Beispiel des Art. 13. gefiindeiien, ans welcliem er audi durcb eioe Vei'- 
legung des Anrangspunkts auf die einfachste Weise abgeleitet wii'd. 

Wcnn mail die Lange K der zweiten Kaibete jenes recbtwinkligen 
Draiecks. aus welchem der cosinus vorber cutnommen ward, als das Product 
von L in den cosinus des niinilichen Winkels ausdrilckt, so erhitlt man filr 
sie den Wertb 

^ = cos K [x — x") 4- cos (5 [y — y") -\- cos y (z — z") 
und raittelst derselbew die Ooordinaten des Fnsspnnktes derNoi'nialo 
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Die Elene uiid Jie geriule Linie, Art. 4G. 51 

a-« ^ x' -^ £ COS a, y„ = y' -\- K coa ^, in = a' + -^ cos y. 

46. Man soil den Winltel bestimmen, welciier von 
dor Ebene Ax -j- Fy + C: + i) =- mit do.r gerailen 

I.inie =- = - - gebildot wird. 

Der fragUcbe Winkel ist das Complement desjenigeii Winkels, 
welchen die gegebene Gerade und die Normale der Ebene mit 
elnander einscbl lessen, und wir erhalten dabev 

. Al -\- Bm -\- Cn 

Al -\- Bm + Cn = 
i.sl die beti-ocbtetc Gerade der Ebene parallel, deiin sie ist alsdann 
Doi'mal zii einer Normalen der Ebene. 

47. Unter welclien Bedinguiigen isl. die gerade 
Linie x = mt -\- a, 2/ = «2 -j- 6 ganz in der Ebene 
Ax -\- By -{- Cz -\- S = ^ enlbalten? 

Weiin wir die durcli die Gleichungen der Linie fiir x nud y 
gegebenen Wertlie in die Gleichung der Ehene substitnieren, so 
giebt die nycbmalige Anflosung derselben fur s 

_ Aa-{- Bh~^ D 



Am-\- Bn -|- C 



und wenii der Zahler und Neniier dieses Ausdrucks gleichzeitig 
identisch verschwindeii, so wird der Werth von z unbestimint und 
die gerade Linie ist vollstandig in der Ebene enthalten. Wir 
liaben so eben gcselien, dass das Verschwinden des Nenners den 
Parallelismus der Geraden mit der Ebene anzeigt, wahrend das 
Verseliwinden des Zahiers anzeigt, dass einer der Punkte der Ge- 
raden, namlich der Punkt a, b, 0, in welchem sie die Ebene xy 
schneidet, in der Ebene enlbaiten ist. 

Wir kSnnen in derselben Art die Bedingungen aufstellen, 
unter welehen eine gerade Linie ganz in einer belie- 
bigen FISche gelegen ist; wir substitnieren wie Torber die 
Werthe von x und y in die Gleichung der Fl3che und vergleiclien 
die Coefflrienlen aller Potenzen von z in der rcsultierenden 
Gleichung mit Null. Es ist Idar, Uass die Zaid der daryus ber- 
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vorgelienden Be(5ingungi?ii uni Eins die Ordnungsnalil dcr FJiicSii; 
iibersteigt.*) 

48. Man soil die Gleicliung einer Ebene bestiminRii. 
welclie durch eiiip, gegel>ene gerade Linie gclil mid zu 
einer gegebeneii Eherie normal isL 

Wir (lenken die Linie durch die Gleichungen 
Ax + By + 6'^ + i) = 0, J'x + B'y + C'z + /)■ = 
mid die Ebeiie durch 

A"x + S"y + C'z + n" = 
gegebeii. Danii ist die Gleichung jodcr durch jeiic Gerndo gehcii- 
den Ebeue von dec Form 

X, {Ax + 5j/ + C^ + i*) + ft [Ix + B'y -|- Ci + B') = 0, 
und damit eine solche zu der gegebenen Ebene normal sei, muss 
die BediiiguDg 

(U + ft^) A!' + (kB + iiB') 5" + [IC -j- (iC) C" = 
ei'futlL sein. Sie bestimmt das Verhaltniss i:fi und die gcforde.rte 
GleicliLing ergiebt sich in der Form 

[A A' + B'B" + O'C] [Ax -\- By -^ Cz + D) 
= (Aj' + BI/' + CO") {^x-^ B'y-\- Cz+ D'} 
Eine andere sehr einfache Bestinimiing ibrer Gluicliung hielet 
sicb dar, vveno die Ebene und die gerade Linie durch Gleichun- 
gen von der Foj-m 

X cos a -}- y cos ^ -j- z 0057 = ^;; 

cosk' cos/S" cosy 

gegeben siud; deiin die gesiichtc Ebene entbalt eine Gerade von 
den Richtuiigswinkein «', fi', y' und die Nortnale der Ebene von 



•) Weil die Gleiehung einer geraden Linie vier Conetanten entlialt, 
ao kiina eine gerade Linie bo bestimmt werden, dass sie irgend vier gege- 
bene Bedingungen erfUilt. Demnach muss jede Plaolia zweiteii Grades 
unzalilig viele gerade Liniea enthalten, weii uiii drei Bedingungeii zu er- 
fiilieii vier Constaiiten zur DiBpoaitioii sind. Jede Flache derdritteu 

lialten well die Zabl del Bediagungen, weiciien zu geuiigeii ist, mit 
der Zahl der yertugbaien Constaoten iibereinstimmt. FiSeiieii von hiiiie- 
reu OrdnungeD enthalten nicht mit Hothwendigkeit gerade Linien, son- 
de™ iiiiisscn nm diet 711 ilinn resoiidevtin J!edingHiigKn gcniigeii. 
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den Richtiiiigswinkelri or, j5, y, nacli Art, 1.5. siiiil Jalier die Rich - 
tungscosiniis tiiier zu ilir normaleii Ceraden respective proper- 



tional 7.11 




cos a COS |3 — cos a cos ^', 
uiul VYcil die Ebene zugleicli den Piinlit x, y , 
iiire Gleiiljuiig nothwendig 


^ 


{x^^) (cos /J COS/- COS j3' c^ 
+ (y — ii) (c'isy <;oB«' — cos/ c<i 


■sy) 

.sc.) 



' cos(i) = 0. 

49. Man soli die Cleichuag einer Ebene bestimmen, 
welche dui'ch eine gegebene Gerade und parallel einer 
zweiteii gegehenen Geruden geht. 

Wir nehnien Kuerst an, die beidcn Geradeii seien durcli 

i = 0, m=^i)\ iV=0, P = 

gcgcben, ivo i, M, N, P die allgcmeiusLe Gleicliungaform der 

Dbene vertreteii. Indeni wir danii genau wie iin Art. 35. verfabren, 

crhallen wir die identiscbe Relation 

L{jB"<y") — M[A"B"'C) + N{A"'BC) — I'{JB'C"}= {A'B"C"'J)), 
in welcher die rechte Seite diejentge Determinante I'cprasentiert, 
bei deren Verscbwinden die vier Ebcncn Z, M, iV, P sicU iii cinem 
I'unkle schneiden, wahreiut die Coefficienlen der linken Seite ilire 
Minoren sind. 

Aus dieser Relation ergiebt sicb, dass die Gleichuiigeii 
Li/rC") — M{A'B"'G) = 0, N{A"'B(f) — P[A^C') = . 
parallele Ebenen rcprSsentieren ; denn sie unterscheiden sich nur 
diircb eine Constante, d, b. sie schneiden sich in der unendlich 
entfernlen Ebene. Uiese Ebenen gehen aber der Form ihrer Gleicli- 
nngen nacb durch je eine der heiden gegebenen geraden Linien. 

Wir nehmeii sodann zweitens an, dass die beiden Geraden 
durch die Gieichiiiigcn 

cosa cos|3 cosj' ' cosa' cos/5' cos/ 

gegeben sind, und bemerken. dass die Ricbtungscosinus einer 
Normale der gesucbten Ebene, weil eine solcbe zu jeder der bei- 
den Geraden normal seiri muss, die im lelzten Artikel gegebenen 
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54 Di-ittes Kapitcl. Art. 50. 

Werlhc iiaben weriltii], so dass tlie Gleicliiingi^ii der gcsucliteii 

paralleleii Ebeneii (lurch 

(«— a;'](cos|3cos>'' — cos /5' cosy)-)- (y — yj{(.osycfisa~co3/cosa} 

+ {z — z'){co&acos^ — cosixco3§)=0, 
{x — a;")(cos|5co9/ — cos^'co3j')-j- (1/ — y")(cos;'CCSB' — cos/cosk) 

+ (j— s")[cf>sacos|3'— cos«'cos^)=0 
ausgedruckl werdeu. 

Die noniiale Enlfernung beider Ebeneii ist die Differeiiz zwi,- 
schen den vom Anfangspunkt auf sie gefallten Normaleo, und bo- 
rnit gleich dem Quolieuten aus der Diflerenz iliier absoluten Glie- 
der durch die Quadratwiirzel aiis der Summe der Quadrate der 
gemeinschaftlichen Coefficieiiten von x, y, z in ilireii Gleichungen; 
(liese normale Entfernung ist daher 
/(a:'— a:")((;i>spcos/ — cos /3'cos }')+()/' — y"} (cos ycos«'— cos/cos tt) 

-|- (' — r ) (cosKCOSjS' — coSa'cos/S)j. : sin 9, 
wrnn nu durch S den (on bciden geraden Linicn gcliildi;tcn Win- 
kel bc^cichnen wte im Ai t. 14. Es ist ofFenbar, dass die so be- 
stimmte normale Entfeinnng kiirzer ist, als jcde andcru geradc 
Lime die man von eiiiem Punkte der einen Ebene nach einem 
Punkte der andern Ebene ziehen kann. 

50. Han, soil die GleicLungen und die Grfisse der 
kiirzesten Entfernung zwischenznei sicbnicht durcb- 
sclineidenden Geraden bestimmen. 

Die kiirzesle Entfernung zweier Geraden ist eine zu beiden 
normale gerade Linie, welclie folgendermassen bestimmt wii'd: 
Man lege durcli jede der beiden geraden Linien nacli Art. 48. 
eine Ebene, welche zu den nach Art. 49. bestimmten Ebenen 
normal ist; ihre Durcbschnittslinie ist eine Normale der beiden 
parallelen Ebenen und somit aucb der beiden gegebenen geraden 
Liaien: die Construction zetgt, dass sie aucb die beiden gegebe- 
nen Geraden scfaneidet, sie giebt also die gesuchte kurzeste Ent- 
fernung. Ihre Lange ist offenbar die im letzten Arlikel bereits 
gegebene. 

Indcm wir nach Art. 48, die Gleichuug einer Ebene ermit- 

teln, welche durch eine Linie von den Richtungswinkelu a, p, y 

gehl und normal zn einer Ebene ist, deren Richtungscosinus zu 

cos ^ COS y — cos |5 cob y , cos / i;os k — cos y cos o', 

cos a cos 8 — cos a cos 8 
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propoi'liuiiiil sirid, erkenacn wir, tl;iss die gesiiclitc Liriie difi Diiicli- 

schiiUtsliniu der Ebcnen 

(x — x') (cosre — cosflcosa) -f- [y — y) (cos^' — cosflcos^ ) 

+ {j-/)(c«s/ -cos9co8y)=0. 
(a:^a:")(cosff — cos fl cob «')-{- [y — y")[ca^P — cosflcos)?') 

-\- {z — z") {cdfiy — cosStos/) == 
isl; ilire Kichtuii|i;scosiiiuij sinil deu Grosseii 

COM ^' COS y ^ cos j5 cos y', cos / cos a — cos y cos «', 
cos k' cos fJ — cos cf cos |5' 
iiolhweinlig proporLiooal. 

51, Eine gerade Linie iin Rauine ist die Verbiodungsliiiie von 
zwei Punlilen y, z oder die SchiiitLlinie von zwei Ebenen ij, £■; 
ist die gerade Linie yz mit der j?f idcDtiscli, so gelten gleicL- 
zeitig die vier Gleicliungen 

liJ/i + n^Vi + n-iV-i + ntVi = 0, 
■^1^1 + %^! + ^s'^3 + ■^1^-1 = 0, 
£i 2/1 + £2 !/. + ?a 2/s + ?4 ^/i = 0, 

£l^l + ?2^2 + f3^3+?4^1 = 0. 

Die successive Elimination von sjj, t;^, %, % zwischen den beiden 
ersten Gleichungcn dieser Gruppe glcbt das System 

{!/:,^\~yi^:i)'1i — {y2h~l/sH)V2 +{1/3^,1 — l/i^j)Vi = <). 

Dasselbe System, nur mit Ersctzung dcr jj durcb die ^ giebt die 
successive Elimination der f zwischen den bciden letzlen Gleicbun- 
gen der obigen Gruppe. 

Eliminirt man dagegen nach einander j/j, y.j, y^, tj^ zwischen 
der ersten und dritten oder der zweiten und vierten der vier 
ursprimglichen Gleicbungen, so erhalt man das System 

und em ihm gleiches mit Ersetzung dei y dmch die z aus der 
llimmation dei z zwischen der zweiten und Merlcn von jenen 
Gleiohun^en 
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Mit den Abkurzungeri 

pa ^j/iZk — Vk^i, ^ik =^iiitk — nk £i 
schreiben wir diese Systeme, wie folgt — die mil den ^ Hnd z 
stall (Icr )j uud y geschriebenen lassen wir weg — 

P3lVl~P-r.i% +}hiVi = ^> ^Ml'i~-!^2l,!/2 +^^^4 = ^' 

—Piini-'P2iVi—P3^Vi =0; —^iiyi — ^ay^—^^m =*J 

Eliminiert matt zwischen den Gleiciiuogen der ersteu Gruppe in 
7/ und in f die pn; successive oder zwischen den Gleicliitngen dec 
zweiteii Gruppe in i; und in z die tc/s, so erhill man slets je 
eine der in folgentler Kette vereinigten ProportionalitSten 

2) Pn ■ P-a '■ i'31 ■ Pi4 ■ P2t ■ Pu = ™34 = ^11 ■ ^u • ™2S ■ '^^i ^^j^: 
z. B. durch die Elimination von p^^ zwischen den beiden I'ormcn 
der ci'sten Gleichung links 

— Pai %3 + Pi.i ^u == Oder p^i : py^ = jc^j : 71^^. 
Diese Proportional! tat der p,jt und %„; wird aucJi nicht ge- 
slort, wenn die zur BestJmmnng der Geraden benutzten Punkte 
in ilirer Heibe verlegt oder wenn die zur Bestinimung derselben 
benuizCen Ebenen in ihrem Buscbel gedrebt werden; denn eine 
solclie Veranderung wird nach Art. 39,2. diirch die Sulistilution von 

^il/i + "i^i. "hVi + »2^i f'»' 'M "'"1 ^i 
und respective von 

ausgedt'Cickt nnd man erbait somit 
Pik = {'»il/i + "iSf) {m^k + »2'k] — {m,'ji + «|;0 ('"s?/* + «2^r) 

=^ {"lytu " m.,nf] {tjiZt — >/iZi); 
ebenso audi 

,._(,,, - ..,)(, 6 -,ttt) 
d b die /)( und tt/, andein '<ich nur duich Hinzutieten eineti 
conbiituLLn del Sub^ititutionsdetei miiiantc gleichcn laitois idci 
ilire \ erIialtDi<iso Sndern sicL nicbt 

riimintert man abei znischen den wer Gkicbungen les er'.leii 
Systems 1) die jj und zwHcben denen des zweiten die v ''O '"'' 
hall nnn als zwis 1 lu den / 1 iLspi'iLnL -tj beatebeiide Rehtioncn 
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- Pw Pu 







Pn ■ P-u 


= 0, 



, 



, 



= 0, 



Pu' — P'H- ~ PU> ^ —^11' — ^^il' — ^M' '^ 

odei' (lurch EnlwicIteluDg 
^ PfiPM+P2-iPii-\-PxiP-2i^'^- %2":3i+'^i';i'^i4+%i%4='^; oderfi=0. 
Alle {li«se Resultale siiid audi geonielriscli evident oder 
babeii geomelrische Bedeutung. Die Grossen pit sind nach der 



Fig. 8. 
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DeGnition ^ y j. — ytz d li iiach Ail 3*^3 die roelBcienlen 
in den Gleichungen dei Ebenen d i die (.ooidiiialeii dti Ebeneii 
welche die Geiade y- mil den Fundamenlalputikten A^ 4^ A^ A^ 
veibinden insbesondtie p^^ pj, p^^ die Coefficienten in dei 
GleiLliuiig dej Ebene Ay y z, wii durfen sagen die p^ seien die 
Cooi dinaten dei Ebeneii welche die Geiade y aiis dpit Tunda 
mentaipuiikten ptojiciereii 

Dagef,'"!! sind die GiCiseri ^k^yt<k — ffi^ die foeffiLHn 
ten in den GleichuiiQen, also die Couidinalen dcr Piinkte, in 
welchen die Gerade ys die Fundamentalebene A; sclineiden, oder 
die Coordinateii ibrer Durcbstosspuiiltte in den Fundamental- 
ebencn. Man siebt leicht, wie in dieser geomctrisclien fiedeuUing 
die Proportionalii&l 2} der p^ und jih begriindet ist und sodann 
umniltclbar, dass din-ch dieselbe auch die UnTeiaiiderlichkeit 
dieser VerhSllnisse beim Uebergang von y und z zii myy-\-nyZ, 
iMj^ 4" Wji oder von ij,f.zu fti^j + Vjf, ftj^j+^a? nothwendig 
bedingt ist; endlich aber auch die geomeLrische Nothwendigkeit 
der RelaLionen 3). In der Thai folgt jene Proporlionalitfit aus 
dem Umstande, dass die SchnitUinien der projitierenden Ebenen ffi- 
der Geraden mil den Fundamentalebenen nothwendig die Durcb- 
stosspunkte Sk derselben enUialten nitlssen. Die Fig. 8 macht 
diess anscbauiicli , indem sie fiir die projicierenden Ebenen ihre 
Scbnittlinien mit den Fundamentalebenen zeigt, z. B. Tiir die 
projicierenden Ebenen aus A^. A^ von der Geraden mil den Durcb- 
stosspunkten 1, 2, 3.4 in den Ebenen A,, A.,, A,. Aj die Schnitt- 
linien mil diesen vier Ebenen A, 2, H^/ JIj^^ 3 ; K^ 3 i7,^^ A^ 4; iind 
^4 1 n^^\ A^ J7,3* 2, A^ 3, Uis* 4 Hj,*. Nach dem Vorigem and die 
Gleichungen der projicierenden Ebenen s,, ffj, ff,, ffj respeclive 

P24^i — Pii"^! + Pi2^i = ^- — P23'^\ — P^\^^ — Pia'^3 = 0; 
die Substitution der Coordinatengruppen der Ourchstosspunkte S,-, 
namlich fiir Sj : 0, 7t^^, — jTj^, tc^^; fiir S^ : — jc^j, 0, jt,j, •z^^; 
fur Sg ; %^, — T(^j, 0, 7tj5 und fiir S^ ; ~- Jt^j, — «3p — it,^, 
in diese beiden Gleir.hungen giebt die vier Gruppen 

Ps^i^i + P^i'^ii + ?'23™23 =0. — Pii'^M + ;'Si«23 = *^' 

-- J'ji'^H + P23'^t = 0- /'34'^31 + Pu'^M + Pvi^3l == *J' 
— ?'34^14 + P20I2 = 0, — ps^lT^^ + J3,i«,2 = 0, 
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— /'24%j + i»ia%i = 0' P53'J34 — Pli'^U = ^' 
P2^^2i + Pu'^u + Pia'fja == 0' — Pas'^?! + P»i''i4 = 0, 

— i'-ji'fjs + Pu'^3^ = 0; F3s%s + Pai'^ai + Pii'^ia = *^- 
Die zndlf zweigliedrigctn uuter densellieii geben aber Oie 

Rette der ProporlionaMlateii 2] und es entspringen uberdiess 
auf Grund der letzleren aus den vier dreigliedrigen die Rela- 




tione]! 'd), weim man iu j 
die It,;, durcli die p^i ersi 



n entwcder die pij diircli t 
die ihnen proportional 
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gleich sinj dit; Rclalioncn 3) in ihrer Deterniiiianteriform negeii 
(lerselbeu Proportionalitat die B e din gunge n , welche erroilt sein 
inuasen, damit die vier Ebeiien Si durch dieselbc Gerade geheo, 
respective die vier Punkte S; in derselben Geraden liegen. Sie 
sind also ebenso nothwendig als hinreichencl. 

Die GrSssen p^. "^a kSnnen nach den gewonnenen Ergeb- 
nissen als die sechs Coordinaten der Geraden im Rauine bezeicli- 
net werden; denn ihre Verhaltnisse bestimmen dieselbe mitteli^t 
ihrer prujicierenden Ebenen aus den Fundamental punk ten oder 
ihrer Durchstosspunkte mit den Fundamentalebenen , dieselben 
sind von der Wahl der Bestimmungspunkte in der Geraden oder 
den Beslinjmungsebenen durch dieselbc unabhangig und kommen 
auf vier unabhSngige Veranderliche zuriick, entsprechend den 
vier Bedingungen, welche eine Gerade erfullcn kann. Ihre Ver- 
wendung zur geometdschen Construction zeigt Fig. 9, in welcher 
Aj, A^, A.^, A^ die Fundamental punkte und E,^ E34 E^^ die 
Einheitebenen bezeichnen fur die Gerade von den Coordinaten 
P\%= — 3, ;»!»= — 9,^31=6, p| J = — 9, p2j = — 8, p3i = ll, 
welche die Relation 3) erfiillen. Fiir die projicierende Ebene aus 
Jj ist I, = — 11, I3 = — 9, g, = 6 und somit 

- li = ( i ^j El, 77i/) . _ I = (4 J, E3, 173,^) ; 

u I f r le I oj c erende Ebene aus .4, ebenso ^i'=9, |}= — 6, 
£ = S I o ^ = (^3^,E,377i3*), — 2 = {A.,A.^E.^^n.^3*). Dar- 
na I s d de Fig. 9 die Punkte n^^', JI.^^^; Uj^^ Jl^g* con- 
t e t d so d e beiden projicierenden Ebenen Sj, ^4 und die 
Gerade 12o4 ermittelt. Man zog z. B. A^A^ parallel ^, E,, 

und trug auf die Parallcle zu A^A^ durch J, das — -^ fadic 

von A^ A^ nuf, um in der Verbindungsgeraden des crhallenen 
Endpunktes mit J^ ^^^ Punkt Uy^^ zu fiuden. 
SetKt man in Cartesischen Coordinaten 

so erhalt man 

Pn = ^f — ^'y'' Pii = y'i" — y"-\ P31 = ^'x'"— zx. 

Pu = x — x" . J524 = y' — y" , p.^^ = z — z 
ULid die Relation zwischen den sechs Coordinaten lautet; 

{xy- ~ xy) {z ~ /') + iy'z' - y"z') (^' — x") 

^(.W-z"x-){y' — y"} = 0. 
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Die Gleichiingen tiir die projectivische Transformation Uer 
Coorilinaten pa sind fOr die Ujs als Coefficienleii dec allgemeiDen 
linearen Substitution mit lier Variabein im Art. 40 in der Form 
enlbalten (», A = 1, 2, 3, 4) 
ftVit=Pi2[«ft<it2— «(2"*i)+/'23['"''2«Ja— "';t''*a)+Pji['''-3''*i— "'i^'J-a) 

+i'l4(«il«*4~''(4"*l)+^24(''i^«'-4"«'-4M+/'34(«'-3''*4— «i4''*3l- 

Ihre Coefficienten slnd die Coordinaten der Kan- 
ten des alten Fundamentaltetraeders in Bezug auf das 

neue; die der transponierten Substiliilion die Coordinaten des 
neuen in fiezug auf das alte.^j 

Beispiel. Wenn man als das Moment zweier Geradeu das i'roducL 
ilires liiirzesten AbsCandes in den Sinus ihres Meigungstviiikels liezeiclineL, 
so ist im pi^ \wA. piq als ihre Coordinaten dasseibe'") 

= Pi^Pu +PiiPii + ^12^4' + PuPi^ + PnP-n + PiiPii- 
Wir denlien in der Geraden p,-^ eine Strecke von der L9age r und dein 
anfangspunkl x, y, z, m pi^ eine Strecke / mit dem Anfangspunkt x , 
y, z und beieiclmen die Winkel, welche diese Geraden init den Aseu 
solcher Carlesischen Coordinaten bilden, durch a, §, y; «', (f, y respec- 
tive, so dass die Coordinaten der Eadpunkte jener Strecken a: -\- r cos a, 
y -j- ?■ cos ^, s -j- ?- cos y; x -\- r cos a, etc- sinrt und sicli ergiebt, 
— mit Unlerdriicltung des Factors r — 

P23 = jcos/3 — ycosj', pgi^fljcosy— zcosc, P|j=ycos«~iecos/5, 
p„ = cosa, p^=ws^, p3^=cosy; />j3'=2'cos/3'— /cos/, etc. 

Ann 1st der Inhalt des von den uei betrachteten Puiikten als £ckeu 
beslimmten Tetraeders eiuerseits = ^ > r tnal den Sinus des Winkcls 
uiiterer Geraden und den [[Qrzesten Absland derselben odei ihr HonienE, 
iind andrersPiLi ntcb dei f 001 din ten dpi Lcitcn 

t , .1 

+ , us , . 1 

«' . 1 

+ ,■■ oos /, 1 



-i' 



'. ™ IT, m ,', 

as den Satz bewcisL. 

Daniacli ci'srlieiimn ilie Oum'iliiialeii eincs Stralils als conslaiilc Viul- 
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fdche aemer Horaente tn Bezug auf rfie sechs Kunten des Fundameutal- 
ietiaedeia 

52 /wei gerade Liiiien p.i, pn- durclisdineideii einander, 
wLiin due Courdmaten del Bedingung genugen 

?iPii -\- I'lzl'H -\- P'iiPii -\- PuPi-i -{- PuPix + IhiPn = '^' 
welihe mi Ills andeies ist als die mit Hilfe der Abkurzungen 

ausgedi'i'ickle Eiituickeluiig der Itedinguiig 
Vi' Vi. Vf ^Ji 

Vi' W' y/- yi 

■unter welchen die beiden Paare der sie bestimmenden I'lnilile 
in eitier Ebene liegen. (Vergl. voriges Beispiel.) Si(; isl audi 

ill der Form 2 vik =0 uusdriickbar. Wenn fur iede Kante 

dpik 
Ai Ale des Fundameataltetraeders alle Coordinaleii bis auf pn^ 
verschwinden , so sagt diess aus, dass dieselbe alle Tetraeder- 
liaiiteii, die gegentiber liegende allein ausgenommen, durchschneidet. 
Bezeicbnen wir duidi Xi die Coordinaten des Sdmittpunkles 
von zwei geraden Linien, so driicicen die Gruppen von Gleichungen 

-PZi^^l +JOl4*3+ftL^4=0' — P34''<^1 -\rP\i^Z+P3i'^i--=^^- 

Pn^i—PuX^ +?'i2^4=0. Pii'>=\—PH'^1 +/'|2'^4=0, 

aus, dass die projiderenden Ebeiieii der ersten sowohl als der 
zweiten Geraden ihn enthalten. Die Vergleiciiung der entspreclien- 
den Gleichungen beider Gruppen giebt die Verhaltnisse 

= -P| ■ (P'l^P2i—Pn'Pu)'- (P23Pil'-Pn'P3ii'-(PMP3i~P3i'Pu) 

= (P-nPu'~-P3lP\ i)-- P-l • (pMp3i-P31%i)'iPuPit'—pM'Pu) 

= iPiiPii'—Pi-iPu)- iPiiPii—PuPii)- Ps _ ■{PiiPiA—Pn'Pu) 

=~{Ps\Pi2'—Ps\'Pu) ■ - '^Pi^Pn—PnPin) = — (PasPsi'-PasVsi): -^4 • 

und dutch Vergleichuug derselben bestimmt man endlich die 

Grfissen P„ P^. Py P^ wie folgt: 

^1 =Pi4>23 4- Pn'Pn +Pv!P3*' A = P'a'PH+P-n'Pi\+Pv!Pu' 

P-i = Pn'Pi-i + 2'3\'Pn +JJ34>i2' -^4 '^PuPn+P'u'P-n+PuPi2- 
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Dasselbe System von Grftsseii reclils giebt nach Vertauscbung 
der Zeilen mU den Reihen die VerhSltnisse 1^ : §, : 1^ ; I4 fur die 
Coordinaten der Ebene, welche die beideii sich sclineidenden 
Geraden bestimmen. 

53. Wir konnen danh mil der Gleichung fl = 0, welcher 
die Coordinaten einer geraden Linie slets genftgen, eine in den 
secbs Coordinaten homogene Gleichung, zwei oder drei oder 
endlich vier solcbe Gleichungen lerbinden und dadurch ver- 
schiedene Gesammtheiten von geraden Linien auadrucken, 
welche den bezitglichen Gruppen enlsprecben.") 

Wir erhalten 1) mit einer homogenen Gleichung w'™ Grades 
/■(") =0 ein dreifach unendliches System von Geraden, das wir 
als einen Strablencomplex m''" Grades bezeicbnen. Das System 
aller Strahlen, welcbe eine gegebene gerade oder Itritmme Linie 
schneiden, das System aller der Geraden, welche eine gegebene 
OberQacbe beriihren, sind speclelle Formen davon. Den Grund- 
cbaraktei' des aligemeinen Complexes erl^utern wir durch folgende 
Ueberlegungen. Wenn in der Gleichung /'"'I = der eine der 
Bestimmungspunkte jedes Strabls z. B. Zi als fest gedacbt wird, 
so verwandelt sich dieselbe in die Gleichung einer Flacbe «'°' 
Ordnung, deren Punkte sanimthcb auf Geraden aus Zj liegen, 
d. h. sie rejjrasenliert eine Kegelflache n^" Orduung. Ersetzen 
wir aber in /'■"'> = die py durch die ihnen proporiionalen itt, 
und denken sodann eine der BestJmmungsebenen des variabeln 
Strahles z. B. f; als nnveriinderlich, so verwandelt sich die 
Gleichung in die Gleichung einer FlacUe n""^ Classe, deren Efaenen 
sammtlich durch Gerade auf £, gehen, d. h. sie reprasentierl. 
eine ebene Curve «'='■ Classe. Ini Coniples ji"" Grades bil- 
den also die Strahlen aus einem Piuikte einen Kegel 
«'='■ Ordnung und die in einer Ebene liegenden eine 
Curve «'" Classe. Rucksichilich der vorerwahnlen SpecialfSUe 
ubersieht man sofort, dass die Strahlen, welche eine Curve n'"' 
Ordnung schneiden, die erstere Eigenschafl in allgemeiner Form, 
die letztere aber in der speciellen Form besitzen, dass die Curve 
h'"" Classe in n Punkte degeneriert. 

Wenn wir sodann den festen Punld der ersten Betrachtung 
einen Strahl durehlaufen oder die feste Ebene der zweilen sich 
urn einen Strahl dvehen lassen, so bat der Strahl dort mit dein 
veranderlichen Kegel in jeder Lage des Puiikles eine hcijlimmte 
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Tangentialebcne iiiid hier niit der vei'aiiderlicliiiii Curve in jiider 
Lage <ler Ebeim eineii bestimmten Beruhrtings|)unkt gemein. 
Ond es ist eine uDmUUlbare Folge der algebraischen AbhSngig- 
keit dieser Ebenen iind PunUte von einander, dass sie zwei 
projectivische Gebilde beschreibeii, ein Biischei von 
Ebenen durch den Strabluud eine zii ihmprojectiviscbe 
Punktreiheaufdemselben. (Vergi. „Kegelscbmtte" An. 299.) 
Im Falle ties Stra hie n complexes der Tangenten einer Fiaclie fallen 
alle Punkte der vorbeLrachteten Reihe in dem BenibruagsiHinkl 
des Strahles mit der Flache zusainmen. 

Wir erhalten 2} mlt zvvei liomogenen GIdcbongen h'^" respec- 
tive m'™ Grades /<")= 0, /■l"'i=:. zwischen den Coordinalen 
pa ein zv;eifach uneudliches System von geraden Linien, welche 
beideii den Gleichungea einzein entsprechendeu Complexen voni 
k'™ respective m"" Grade zugleicli angelioren; wir sagc-n ein 
Slralilensystem oder eine Congruenz, Durcli jeden Punkt 
im Rauine gelien m» Strablen einer solclien Congrtien)!, 
die gemeinsameo Erzeugenden dur beiden diesem Punk(e enl- 
sprechenden Kegel, und in jeder Ebene liegen ebenso viele 
Strablen derselben, die gemeinscbaftlichen Tangenten der 
Curven beider Complese in dieser Ebene. Nach dem Vorigen wird 
in jedem Stralile der Congruenz zu dem Buscbei der sicli urn 
denselben drebenden Ebene eine ihm projectivische Iteibe diircb 
den ersten und eine andere durch den zweilen Complex bestimmt, 
so dass also diese Beihen zu einander projectivisch sind und als in 
<leinselben StrabI liegend zwei Doppelpunkte haben, denen zwei 
bestimmte Ebenen des Biischels entspreclien. Diese Punkte nnd 
Ebenen besUmmen sich oQ'enbar durch die dem betrachteLen 
Slrahl uneudlicb nahe henachbarten Strablen der Congruenz, 
welche ihn scbneiden. Sie sind die Beriibrungspunkle nnd zii- 
gehurigen Tangenlialebenen mit einer algebraischen Flache, als 
deren Dopp el tangenten die Strablen der Congruenz erscheinen. 
Jedoch kann diese Flache in zwei zerfallen oder degenerieren, 
so dass man folgende FMle erhiiit, von denen der erste der all- 
gemeine ist. Die Strahlen einer Congruenz sind entweder 

a) die Doppeltangenten einer Flaclie, oder 

b) die doppeltschneidenden Geraden einer Curve, oder 

c) die gemeinsauien Tangenten von zwei Flaclmn, odei" 
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d) die Tangenteii einer Flache au3 (len Pnnlilen eiiier Curve, oder 

e) (lie gemeinschaftlichen Transvei-saleii von zwei Curveii. 

Die Normaleii einer OberflScfie Itilden ein Strahlensystem 
oder eine Congruenz; jede von ihnen beriihrt vie wir sehen 
werden in zwei Punkten, den Haui)tkr^mmiingscentren, eine PISclie, 
die Fiache der Kriimmungsmitlelpunkte. (Vergl. Art 207, und 
den Schlussabschnilt von Kap. VIII iiber die Kriimmung der 
FISchen zweiten Grades.) 

3) Drei homogene Gieichungen zwisclieii den pn; von den 
respectiven Graden n, m, I, also f^»'> = 0, /"l"-) = 0, f<-'> = be- 
stimmen eine einfacb unendlicbe gcbaar von Geraden, die eine 
geradlinige oderRegelflache bilden und die man als einen Regulus 
bezeichnen kann. Im Allgemeinen werden zwei unendiicb nahe 
benachbarle unter ibnen sich nicht sclineiden. Nicbt durch jeden 
Punkt des Raunies gehen und nicbt in jeder £bene desselben 
liegen Stralilen des Systems. Wenn wir mit den Gieichungen 
ii = 0, /"'"I = 0, /I""' = 0, f-^ = die Gteichung einer belie- 
bigen Geraden Pi^p^^' -{-■■+ PuPn' -f- ■ ■ = combiniereo, 
so erbalten wir nach den Regein der Algebra 2lmn geineinsame 
Anflosungen dieser Gleidiungen und damit ebenso viele Gerade 
der RegelflSclie, welche die angenominene schiieiden. Diese Zalil 
ist die Ordnung des Regulus — wie vir sehen werden zugleicb 
die Class e und Ordnung der Reg elfl ache. 

Wenn wir im Falte 2) niit den Gieichungen J? = 0, /'"' = 0, 
^(ni) __ Q jie Gieichungen von zwei beliebigen Geraden combi- 
nieren, so erbalten wir die Zabl von Slrableu in der Congruenz, 
welche zwei Gerade schneiden. Der Fall, wo die angenommenen 
Geraden sich schuelden, lebrL, dass dlese Zahl uicli zusammen- 
aetzt aus der der Stralilen durcb eiiicn i^unkt d. i. der Ordnung, und 
der Zabl der Strahlen in einer Ebene d . i. der Classe der Congruenz ; 
sie kann als Ordnungsklasse der Congruenz bezeichnel werden. 

Im Falie des Complexes konnen wir die Zahl seiner Strablen, 
welche drei gegebene Gerade IrefFen, als die Ordnung desselben 
bezeicbnen. 

Es tritt zu diesen Untersuchungen als allgemeiner Fall biuzu, 
wenn 4) vier homogene Gleicbimgeri /■!"> = 0, f"'> = 0, f^l^ 0, 
/•(*) = von den Graden n, m, I, k respective eine Anzahl 
2klmn von Strahlen beslimmen, die alien diesen Complexen ge- 
meiusam sind. 
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66 Orittes Kapitel. Art. 53. 

Beispiel. Wir wolleii alias das an der homogenen Gleicliung ersten 
Grades nocli erlJlutern. Die Bedingungsgleichung des vorigcn Art. fflr das 
Schneiden mil eiiier Geraden giebt den speciellen imearen Complex, ilen 
atle Transversalen einer Geraden bilden und wip liabeu in ihr die Gleichung 
fflr lien allgemeinen linearen Complex /"<^>=0, sobald wir die pj^ als vSltig 
willkDrlichenichtdurch J?=OverbundeneCon8Untebelraclilen. Im linearen 
Complex liegeu alle Strahlen durcli einea Punkt iu einer Ebene unil alle 
Strahleiiin einer Ebene gehen durcti einen Puuht; bezeichnet man dlesen 
Punkt und diese Ebene als Pol und Polareltene, so liegC der Pol in der 
Polarebene und wir habeu die KeciprocitSt des Nullsystems ; die sich selbst 
conjugierten Strahlen desselbeu (vergl. Art. 40., 6] bilden den linearen 
Complex. Es ist leicht, die Eniwickelungen der angefiihrteu Slelle in 
Straldencourdinateu zu wiederholen. r4ach den lilnf unabhSngigen Con- 
stanten der homogenen linearen Gleicliung zwischen den pik wird dor 
liueare Complex durch tfinf seiner Strahlen bestiraml. 

Ans dem fieisp. des Art. 51. folgt, dass das Resultat der Substitution 
der Coordinaten einer Geraden in die Gleichung eiiies linearen Complexes 
dem Momente der Geruden iu Bezug auf die ihr conjuglerte Gerade in 
ilemselben proportional ist. Die Einfiihrung linearer Euuctionen der Strah- 
leiicooniinaten an Stelle derselben (vergl. Art. 273) kommt also daranl 
liinaus, dass als die Bestimmungsstiicke der Geraden die mit Constanieu 
raulliplicierten Momente derselben in Bezug auf ihre conjugierten Geradou 
in sechs gegebenen linearen Complexen genommen werden. 

Sind /<J>=0, /^^'* ^= die Gieichungeo zweier linearer Complexe, 
so kann in der Gleichung /''^> -j- A/^i)*c=0 der Parameter X zweifacb so 
besUmmt werden, dass alle durch sie dargestellte Strahlen je eine fesle 
Gerade schneiden; die Congruenz zweier linearer Complexe, das Strahlen- 
system ersLer Ordnung und Classe, ist daher als die Gesammthelt der 
Geraden aufzufassen, welche zwei feste Gerade schneiden, oder als das 
System der sich selbst entsprecbenden Geraden eines geschaart involuiori- 
schen Systems. {Art. 40., 3.) 

Orei liueare Complexe haben eine Regelfliiche zweiten Grades, nSm- 
lich die eine Schaar ibrer Erzeugenden gemein. Vier lineare Complexe 
beslimmen zwei gerade Linien, (lie ihnen gemeinsam sind. Die Aursuchung 
der gemeinsaraen Transversalen von vier Geraden pi]^^'> , Pik^^^, Pik^^\ 
Pik '*' ist ein Beiapiel dafdr. Die Aufgabe liefert die vier Bedingungsgleich- 
ungen — Gleicbvmgen specieller linearer Complese — 

(i= 1.2,3,4); 
drfleken wir rait Hilfe derselben die Coordinaten pjj, p^j, p^^, p^^ in 
Function der beiden ietzten p^^, p^ aus, so erhalten wir durch Substitu- 
tion dieser AusdrQcke in die Gleichung M ^ eine quadratische Gleich- 
ung zur Bestimmung des Verhailnisses p^^ : p^^ nnd ans dieser zwei 
Wurzeln, von denen jede 'eine einfache Eeihe von Werthen der pik be- 
stimmt. die den Bedingungcn geniigeii. '*) 

Wenn die erorterte Bestimmung auf iiieht reelle Wurzeln fuhrt, so 
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hezeichnet man die beulen Cfrjden dej Losutig ila lorjugiert imagi- 
nare Gerade imRdum Setzt man unter fortwaiii enjer Erfullung der 
Bedm^ung ^ = fur ^ die Sumnie p,i + tptu ao sind dieas die Co- 
ordiDdlen soklier nii-lit leelleu Geiaden sie werden von alien den Ge- 
laden gestliniUen deien Coordmaten Jen lieLder Tiennung desreellen und 
dea inijgiiiSreu Tlieits in der Subslilutionagleicliung enUtelienden Be- 
dingungen 

Pia Pii+ ■■■i- PU P23 + ■ ■ = 0' Pli'Psi ■+■-.+ Pl.i"p23 + - ■ =0 

genflgen. Vier beliebige beslirameii aber diese Gleichungeu und ilamit 
jene Geraden als ilire geineinsamen Transversalen. 

Wenn fflr einen linearen Coraplei iHni Gerade gegeben sind, so 
liefert jede Gruppe von vieren unter iiinen nwei zugeordnele Polaren 
desselben in ihren gemeinsamen Transversalen, und alle die Stralilen, 
welche dieaetben achneiden , gelidren dem Complex an. Die Polarebene 
einea Punittes w ird durch die von ihm ausgelienden Tranaverssien zu zwei 
Paarcn aolcher conjugierten Polaren bestinimt, der Pol einer Ebene durch 
die in ilir liegendeu Transveraalen zu zwei solchen Paaren. 

54. Wir schliessen dem Inhalte Aer vorigen Kapitel einigc 
Eigeuschat'ten des Tetrauders an, welche, obwohl nicht 
(lurch (lie Methode der Coordinaleii gefunden, uns doch von Nutzeii 
utid der Anfuhruug wertb scbeinen. 

Mau soil die Relation angeben, welche dieLangun 
der sec lis geraden Linienverbindet, die zvvischetivier 
Piinkten einer Ebene gezogen werden kSniien. 

Wir uenncii a, b, c die Seiten dcs Drelecks ABC und d, e, f 
die geraden Linien BA, I>S, DC, welche seine Eckeu mit dem 
vierten Piinkte D verbiuden. Wenn wir dann die von den Seiten 
«, It, c am Pankle J) bestimmten Winltel durch a, p, y bezeich- 
nen, so ist cos« ^ cos (iS + j') , also 

cos'^K + C0S-/3 -j- cos^)' — SJ cosK co3|3 cosy = 1, 
eine fiir aile moglichen Lagen von 1) in der Ebene ABC gultige 
Relation. Man hat aber 

e'i + p — a^ p-^<p^b-' 
eos<«^ 2-—, cosi3=--~-~g.^-- 



und erhalt durch Substitution dieser Werthe und Reduction die 
verlangte Relation in dem Ausdrucke 
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s KapitBl. Art. 56, 



55. Man soil das Volunien eines TetraeJers als eine 
Fiiiictioii (lerLiingen seiner sechs Kaateii darstelten. 

Wir bezeichnen die Seiten einer seiner FlSchen ABC durcli 
a, h, c itiid die entspvechende Hiihe, i!. Ii. die auf dieselbe voii 
der gegenaberliegendeii Ecke gelSllte Normale durcli p, so wio 
die Abstande des FusspiinlUs derselben von den lilnUen J, B, C, 
diircli (?', e', f respective. Dann l)estebl zwisclien a, b, c, ^ , e' f 
die Relation des letzteii Artikels tind die Kanten d, e, f des Te- 
traeders, welcbe von jener vierten Ecke nach A, B, C geheu, 
sind diirch d^ = tf^ + p', e^ = e'^ + P^ /^ = f'^ -|- p'^ ausge- 
drilckt, so dass 

d^ — e^ = d'2 ~ e'\ e' — /^ == e"^ — f\ f — d'^ = p ~ 0" 
sind, Wenn man also den Wertb der linken Seite der Gleichung 
des. letzten Artikels durch F bezeichnet, so urhalt man dmxli 
diese Substttutionen die neue Gleichung 

•— i" = p* (2a V + 26V 4- 2c=a2 — a* — 6* — e*). 
in welclier der mil p^ multiplicierte Ausdruck das sechszelmfaclte 
des Quadrats von der Flache des Dreiecks JBC darstellt. Wenn 
wir bemerken, dass das pfache dieser FlSche das dreifache Vo- 
lumen des Tetraeders giebt, so erhalt man die Relation 

— J" = — 144 V\ 
welcbe der Forderung entspricbt. 

Man Itann zu derselhen ancb gelangen, indem man von deni 
Determinantenausdruck des Art. 34 ausgeht mid erhalt sie dann 
selbsl in Form einer De tcrminante. 



Man hat iiacli Art, 34 Mn<l nach hckannten Uotermi 


anten- 


gesetzcn 




1, 0, 0, 0, 01 


0, 1, 0, 0, 






0, 1, X,. ,j„ z, 


1, 0, X,. y„ ., 




6F — 


0, 1, X,. ,„ z, - ~ 


1. 0, X,, fc, z. 






0, 1, x„ y,. z. 


1, 0, x^, 5,, ., 






0, 1. a:., »., ., 


1, 0, x„ y,. z. 




also (lurch Mnltiphcation heidcr Werthe 


- 36f" = 


0, 1 , 1 , 1 , 1 


1. x^^ + S'i^+ ^,^ a:,a:3+;/|!/j+:,-., ^i^.+j/if/g+i,!^, x^x^-j-yt^^+tiZ^ 


lj^i^j+i'iS'2+^1^2? '^^Z +l/i+ V' ^i^'+lf^!/s+Hh' ^:^i+y-^i+^2^i 


^r''i=^s+Si!/z+^iH>^i'^s+!/'i!/it+z^t^, r,^+y3*+ z,;^, x^x^+p^^-^z^z^ 


l>«rt+!'i!'4+«i 


i' <^t^i+yiy>,+ + 


J'a;/4+^3M> V + 


»/+«,' 
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EigfiijJichaften des Tubaddtii' 
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Underii wir nun in dieser Determinanle die Vorzeichcn der letzlyn 
vier Horizontalen iind die dec ersten Verticale, jnultiplicierea dann 
jene unil dividiercn diese diirch 2, so igl dieselbe mit 2^ multi- 
pliciert; die Addition der rait (a^j^ + 2/^^,+ ^i^), (a:2^ + ^2^ + ^^li 
{"^s^+y^+V)' {'"^i'-hl/i^'i'^-i^) respective multiplicierteii ersteii 
zu deii vier letzten Horizontalreihen und die analoge Addition der 
rait densellien Factoren roultiplicierten ersten zu den rier letzten 
Verlicalreiben andert sodann den Wertli der Deteiniinante nicht, 
giebt aber ihren Haiiptelementcn den Wertli [Sull iind verwandelt 
die iibrigen Elemente in die Ausdrucke der LSngen der Kanten 
durch ihre Coordinaten. Man erlialt nacb den vorigen Bezeicli- 



0, 1, 1., 1, 1 



288 F^ = 



1. 0, 

1, 



0, d\ 



1, ^S rf■^ 0, p 

1, c^ c\ p, 
den vorigen Ausdriicli;, und bat damit aiicli den analytischen 
Beweis der Forniel des vorigen Artiltels gefunden; denn 
I'iir V = 0, d, li. die Lage der vier Punlite in einer Ebeue, geht 
sie daraus liervor. 

Dieser Ausdrircit Itann als specieller Fall eines allgerneineren 
erlialten werden, nacb dem das Prodnct der Volumina, F, V" 
T.nchf Tetraeder durch die Relation 

0, 1 ,1 ,1 , 

1, e,iS e,,/, e,,^ , 

'> ^31 ) ^32 J ^33 i ' 
I . 2 . 2 p Z , 
'■! ^41 5 ^42 ' "J3 > ' 

bestimmt wird, in welcher die e^ die geradlinigen Entferimngeu 
der Ecken Ei, Ej des ersten und zweiten Tetraeders bezeichnen. 

56. Man soil die Relation angebeu, welche die 
seclis Bogeii grosster Kreise zwjscheii vier Punkten 
einei' Kugel verbindet. 

Derselbe Gang wie im Art. 54. unter Substitution der enl- 
sprecbenden Formel der sphariscben Trigonometrie liefert fiir 
K, (3, y, Sj £j ip als die cosinus der sechs fraglichen Bogen die 
Uelatiou 



y Google 



70 



a Kapitel. Art. 57. 



„! + ^2 + y^ + 6^ + ^' + 9>'^ - «'d2 - ^'.^ - yV 

_|_ 2«|3ds + a^f?' + 2ye<S(j> — 2«/3j/ — 2as(p ~ 2§Sg> 
— 2y3j = 1. 

Die nainliche Relation kann folgendermaassen bewieseii wci- 
deii: Weim die Riditungscosinus d'er Radieti der vier PuHkte 
cos «[, cos p^, cos j-j, 
cos a,, cos ^j, cos y^, 
cos ^3, cos j3j, cos yj, 
cos a^, cos ^j, cos y^ 
sind, so kdnnen wir aus dieser Gruppe von Elementen iiach der im 
Art. 13. der j,VorlesiiiJgeii" gegebenen Melhode eine Deteriuinaiite 
bilden, deren Werth identiscli vei'Schwindet uiid welche wegen 
cns«;^ + cos^i' + cosyi^=l, 
cos «j cos a^ 4" "^"s |3| ens p^ -(- cos yj cos yj == cos 12, etc. 
die Form annimmt 

1 , cos 12, cos 13, cos 141 
B 21, 1 , cos 23, cos 24 
h31, cos 32, 1 , COS34I = 0, 
cos 41, cos 42, cos 43, ] ] 
die den oJjigen Werth wiedergiebt, Man vollendet ilire Symmetrie 
wcnii man die Haupteleinente 1 durch cos 11, cos 22, etc. erselzl. 



oil de 
geschrieJjenen Kuget finden. 



I Tetr; 



Eder 



Die Seite a des Tetraeders isl die dem Rogeu vom cosinus 
: entsprechende Sehiie, also 



mil analogen Ausdriickcn fur (3, y, etc. DnrcJi die Substitution 
dieser Wertiie liefert die Formel des Jetzten Art. die Gleichuiig 



Z7«+- 



ifir^ 



- = o. 



welche in Determinantenform geschriehen fiir das Product Vr des 
Tetraedervoluniens in den Radius der umgescliriebeiieu Kugel die 
Relation giebt 

, p, c% 

p, , d^, 

e* , rf^; , 
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Eigensehaften rles Tetraeder 



_ S{S— ad} i s- 



- cf = 2S 
-he] (S—cf)_.^^ 



Art. 55. angeweiifleteii Bezeicbnung 

e,,', O" ', Zi Z 
«.„'. «„'. . 0.,^ 

■-41 I '^42 ' *-43 ' " 

Da die Theorie des Tctraedei's zahlreicbe Uebuiigsaufgaben 
darbietel, so woUen wir liier als Beispiel einer solchen hinzufiigen, 
dass die kiiizeate Entfernuiig zwiscbeii zwci fiegen- 
kaiiten eiiies Tetraeders mil dern Quolienten aus dem 
seclisfacben Volumen desselben durcli das Product 
der Langen derOegenkaiiteii in den sinus dosvon ihncii 
gebildeten Winkels iiliereinstimmt, und iiir erinnern ziim 
Beweise dieses Satzes nur an die Relatlo'i 

2«d cos e = 6'' + e^ — c^ — f\ 



*) Die Verjrleichung dieses Ansdrucks mit dem entsprechenden der 
Dreieckslebre ISsst tien folgenden Vergleich auaaprecheiil Daa seehs 
faclia Product aus dem Iiibalt des Totraeders in den Halb 
moaser del- umgeachriebenen Kugel ist dem Inbalt eineE 
Dreiecks gleiub, welches die Producte aua den Langeozab 
Ian der Gegcnkanteii dea Totraedexs zu den L angcnzaIilo;ii 
seiner Seiten bat. "Wir wolleii durch dense Iben auf die mannichfal- 
tigen Analogien dieser Art hinweisen, die zwlsciien Breieok nnd Tetrae- 
der bestebea. 
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IV. Kapitel. 

Allgemeine Eigensehiifien der Flaciieii zweiten Grades. 

58. Wir schreiben die allgemeine Gluicluuig voni zweiten 
Grade in tier Form 

4- 2fl,,,a; -f 2«j,j/ + 2«j^ z = 0. 

Sie eiillialt zehii Glieder luiil da diircli Division eiiier der 
Coel'licieiilen der Einbeit gleicb geniacbt werden Itaiin, so erkennt 
man nenn Bediiigiingeo ala biiireielieiid ziir Bctim 
mung einer Flacbe zweitei Oidniuig Weim / B neun 
Punkte der FIcicbe gegelieD sind, so eilialLen \iii durcb die sue 
eessivc Siibbtitulion der Coordinaten eines jedeii in die allguneino 
GleichuDg neun Gleicliiingen, ^veldic zm Bealnnminig dt,i iieiin 
uabeloniiten Grdsscu (^\i'-(iu_> '13 <^n @tc liimuchend imd 
in derselben Arl crkennen wir die Aii^ahl dti zui Bestimmiing 
einer Fl^die n'-'" Grades notbweudii,i<n Bedingungen als um ems 
Itleiner a!s die AnzabI der Gtiedii m dei aligenienien Gleii,bu% 
„ien Grades. 

Die Gleichiing einer Fiacbe z\f«iteii Gt idts liann audi ('^lebe 
ArliUcl 36-) als eine boinogene Function dei Glcidmngeii von ^lei 
gegebenen t^benen x, y, z m in doi I<oim 

"ii^:' + «22/ + "33 «'^ + ««'*"'' + 2«i3S" + ^ n <• + 2 I V 

-j- 2ffi|^a:«i + ^a^^ym -|- 2a^^zfo = 
ausgedruclit werden, denn die neun unabliSiigigcn Conslanleii 
dieser Gleichung kouncn so bestimmt werden, dass die Fliicbe 
durcb neun gegebene Puokte gebt, d. i. jede gegebene Pladie 
zweiten Grades lianri dnrcli sio dargesleilt werden. 

Man liann durtb Einfnbrimg einer liiiearen EiiUieit w jede 
Gleicbung in x, y, z boniogen macben und erreicbt in zabireicbeu 
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Allgem 



EigengohBftea der Flacher 



11 GmJus. Art. 5! 



Fallen (lurch die Ani^euduug soldier Glcichungen cine grossere 
Symmelrie der ReaiilUlL 

Die con&pqueiitp Anwenduiig von Indices lasst die vier Ver- 
Snderlicben dei liomogeuen Foiiii durcli a;j, iCj, 3:3, x^, bezeich- 
nen und die allgemeine Gleicliung zweiten Grades in projectiviscben 
Coordinaten 



- 2«,, 



- 2«is 



- 2«,., 



^, + 2a,,a^., 



= 



symbolisch durch 

SSh^, ajlj ^ („ , — «j,-; i, y = i, 2, 3, 4) 
darstellen, dn einigeo uicbtigen Stelleii soil Biicksicht aiif diese 
Bezeicbnung genominen weiden, 

Dei Einfdchheit wegen \erweilen wir aber besonders bei der 
Anwenduttg gew&hnlichei CartCBischer Coordinaten. 

Betsp Dip Gleicliiing der Fl5che zweiler Ordnung durch die iieun 
Putilite 3;,'^>, ^/*> aj^^ entstelit durch Elimination der cini aus ief 

deq zehn entsptechendea Bediugungsgleichungen 

',1",'+ +2o„i,a;, + ..-0, 
(I) m (s) 

o,,.t,« + . . + 2„„a;,a., + . . = 0, etc. 
in der DeternujiaDteuforni 
»,=, r,'. I,', 2a:,i 



', 2ic,3:9, 2a7«;t 



, ^x.a-,, 2.Tj 



I, 2a;,a 



II (il 



(91 an (0) (s 



2a;,a 



welchc mit Vertaiiscliuiig der Reihen mid Zeili 



= 0, 



der VertrSglichkeit der zehn Gleichungcn 

: (II (1) m (i!) ( 

2 [CiXtX^ + Cj^ja;; + c^XjX^ + ■ ■ ■ + Cio^: 



(iigMch die Bediiiguiig 



-0 



ist, welclie erforderltch sind, damit sicli zehn Constanten Cj so besliinmen 
lassen, dass die Sumroe der mil ihnen mulliplicierlen Quadrate der 
Glelchungen der zehn Punkle x, jc"', a;'^' . . . , aif^' idenlisch INull sei. 
AIbo ; Zehn Punkle Jiegen auf derselhen FlUche zwciler Ordnung, wenn 
die Summe der Quadrate ihrer mit geeigneten Constanien multipliderten 
Gleichungeu Null ist. Zehn Ebenen herahren dieselbc Fliiche zweiter 
Ulasse, wenn die Summe der Quadrate ihrer mit gewissen Constanteu 
muUiplicierten Gleichungen Null ist. 

59. Die Coordirialeii wLrdciizu heliebigen ncuen paralle- 
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74 Vierles KapUel. Art. 60. 

leii durcli einen Punlit x, y\ z gohenden Axen Irans- 
formiert, infJem man (Art. 16) 

^ + •'(^'- y + V' I + *' fui' a:, y, z 
respoclive siibsliluiert. 

Das Itesultat dieser Subslitution Ut, dass die Coefficienlen der 
hocbsten Potenzeii der Veranderlichen{«,^, Ojj, 1233, a^^, a^^, «,j) 
unverandert bleiben, dass das neiie absolute Gbed mil dem Resultat 
der Substilutioii von x, y , z' fiir x, y, z in die gegebene Glei- 
chung fibereinstimmt, welches wir (lurch Cbezeicbnen; dass der 
ueue Coefficient von x 

- 2 (,„:.' + «„j + »„<■ + »„) n.l.i- '^^ 

und in derselben Weise die neiien Coefflcienten von y und z respec- 
tive gleich sind 

dy dz ' Cf^'^ 

Es ist eine /wecUmassige Abkurzutig, die Differ en tialf der Function 
U nach x, y, z, m oder a7i, x^, x.^, x^ respective durch O,, P,, 
P3, V^ zu bezeichnen. 

60. Wir konuen die allgemeine Gleicbiing zu Polar-Coor- 
dinaten transformierun, indem wir 

X =i ip, y = ftp, Z = VQ 

setzen (wo fiir roctanguiare Asen X, ft, v respective gleich cos «, 
cos /3, cos y und fur scliiefwinklige Axen nacb der Anmerkung 
des Art. 11. I, ft, v allgemein Funclionen der Winkel sind, welche 
die Linic mit diesen Axen einscbliesst) ; die Gleichung wird 
dadurch 
p* («,|A.^ + «^3fi= -f- fi^^v'^ + 2aj3ftv+ ^a^^Xv -\- ^a^^lfi) 
+ 2p {«„i + a„i. + «3,^) + «„'^ 0, 
und lieferl nach ihrer Natur als quadratische Gleichung fiir die 
Lange des einer gegebenen Richtung entsprechenden Radius vector 
zwei Werthe; da jeder beliebige Punkt ais Anfangspunkt der 
Coordinatcn gewahit werden kann, so beweist sie, dass jede 
gerade Linie eine Flache zweiter Ordnung in zwei 
Punk ten Bchneidet,wiewirschonfriiher(Art.23.]erkannt haben. 

61. Wir bctrachten zuerst den Fall, ^0 der Anfangspunkt der 
Coordinaten in der Flache liegt, also «4j = und somit eine 
der Wurzein der eben erhaltenen quadratischen Gleichung gleich 
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Be riih.ru ngspuntt uud TangeutcnebciiB, Ail.. f>-2, 75 

Null ist; wir suchen die Bedingting, iinler welcher der 
Radius vector die Flaclie iin Aiifangspuiilit der Coor- 
dinaten beriihrl. 

Da in diesem Falle die zweite Wurzel unserer quadratischnn 
Gleichung ebeofalls gleieh Null sein muss, so ist 

«14^ + "24'* + fhi" = 
die fragliclie Bedingiing. Sie geht durch Multiplication mit q uiid 
Wiedereinfuhruiig von x, y, z fiir ip, (ip, vp in die Form 

«I4^ + HiV + 'hi^ = ^ 

liber und clriickt offeiibar aus, dass der Radius vector in einer 
gewisseu festen Ebene liegt. Und da i, fi, v keiner anderu als 
der eben beschriebenen Beiscbrankung unterliegen, so muss jeder 
(turcb den AnCangt^punkt der Coordiuateii gehende und in dieser 
Ebene gelegene Radius vector die FlSclie beruhren. 

Wir erUennen, dass in einera gegebcnen Puukte einer 
Fliicbe zweiter Ordnung UQcndlicb viele Tangenteii 
derselben gezogen werden koiinen und dass dieselben 
alle in einer Ebene liegen, welche die 'i'angenten ebene 
in diesem Punkte genannt wird. 

Wenn die Gleichung der Flache in der Form 

gescbriebeu wird, in weleber die filieder vom ersten und die vom 
zweiten Grade in den Veranderlichcn gesondert sind, so ist 

Hi = 
dicGIeicbung der Tangen ten ebene im AnfangspunlitderCoordinaten. 

62. Wir Udnnen die Gleichung der Tangentenebene 
der Flaclie in einein beliebigen ilirer Punkte x , y , z 
durch Transformation der Coordinaten fiuden; denn durcb Ver- 
legung des Anfangspunktes nacb diesem Punkte verscbwindet das 
absolute Glied und die Gleicbung der Tangentenebene ist (Art, 59.) 

X U' + yV^ + zV^ = 0. 
nder durch den Rilckgang zu den alten Axen 

{X - X) V; + f;^ ~ y) V^ -\- {z - z) V.^ = 0. 

Durch Einfiihrung der Lineareinbeit w kann dieselbe Gleicbung 
in einer vollkommeny/ symmetrischen Geslalt gegeben werden; 
denn nach der Natur einer bomogenen Function JJ und weil x, 
y', z der Gleichung der Flacbe genugen, haben wir 
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76 Drittes Kapitel. Art. 63. 

x"Ui + /o/ + z 0^ + w'o/ = 20' = o; 

mul erhalten tlurcli Atlditioii dicser Gieithung zu dor /ulelzt ge- 
fiLudeiien (tie Gleicliung dur TaiigeuLeuebene in der Form 

xV; + 7jV^ + zV; -{- rvU; = 0, 
od(5r eiilwickolE 

Indcni man bcmerkt, dass iliese Gieichimg in Bezug auf die 
Gruppen a:, y, s und x, y, z symmetriBth ist, iindel man, dass 
sie aiich in der Form 

x'V, + yU^ + z'U^ + mU, = 
geschrieben werden liann. 

63. Man soil den Boriihi'ungspiinkl einer Tangente 
odev Tangenteiiebene besLiinmeii, welche durcb einen 
gegtibenen nicht inderFIacheliegendenPunlda:', y', / 
geht. 

Die zuletzl gerundune Gleichung drUckt eine zwlschen x, y, 
X, m, den Coor^inalen eines beliebigen Tunktes der Tangenten- 
ebene. iinil x, y, z', w als Coordinaten ihrea Berii h rungs pun ktes 
bestebende Relation aus; und um aiisziidriicken, dass die erstercn 
Coordinaten gegebeii und die lezteren gesuchtsind, haben wir 
nnr die Accente der ersteren zu beseiligen und sie den letzteren 
beizufiigen, Wir flnden also, dass der Beruhriingspunkt 
in der dnrch 

icp-j' + yV'^ -f zV^ -f rvVl = 
dargestelllen Ebeiie liegun niiiss; sio wird die Polar- 
ebene des gegebeucn Punktes genannt, indem man zugleich 
diesen als ihren Pol bezeichnet. 

Da der Bertihrungspunkt keiner andern Bedingung als dieser 
zu genugen hat, so gehen die Tangente beneii der Flache in 
alien ibrer Durchschnitlsciirve mil der Polarebene angehftrigen 
Punkten durcli den Pol, und die gerade Verbindungslinie eines 
Berubrungspunktes mit dem gegebcnen Punkte ist eine Tangente 
der Flacbe. Die Gesaramtheit atler dieser Verbindungslinim, 
d. i. die Schaar der Tangenten, welche durcb den gegebenen 
Punkt an die FlSche gezogen werden koimen, hiidet den dicsflm 
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Punkfe enlBprecheiKlen TangeiUenliegel oiler Beriiliruiigs- 
kegel der Flache*]. 

64 Die PoJarebene kann anch als der On der bar- 
luonischen Mitlel der durch den Pol geliendeii Radien 

V I Fi h d f n ert werden. 

U 1 1 I 1 II On der Punkte der harmoni- 

s t Ti lun fu d du b d n Anrangspunkt gebenden Radien 

V b Inn du I p', q" die Wurzein der quadra- 
l h (il 1 ff i A nd (lurch o den Radius vector des-' 

. el 1 ^.^f^.v/.;,. 

__ 1 ^ 1 „ _ lA... + !■»,. + ~..) , / "■'*/ '-'"W 



1 R kl 1 1 y, z Coordinaten 



i^H^^ 



od d GI i I P ! 1 ne des Anfangspunktes, die aucb "^ % ^ 

a I k I GI I les Art. 62. fiir ar' = ;/' = / == 

I I 

Ad D I d Polarebene ist evident, dass fiir 

j 1 n d I b en Punkt gebenden ebeoan 

Schnitt enier Flacbe die Polare des Punktes in Beziig 
auf die Schnittcurve durcb den Dtirchsubnitt der 
Ebene des Schnitles niit der Polarebene des Piinlites 
gegeben wird; denn der Ort der harnioniscben Mitlel aller durch 
diesen Punkl gebenden Radien vectoren enthiilt nothwendig aucb 
den on der barmoniscbcn Mittel derjenigen Radien vectoren. 
welche in der Scbnittebene liegen. 

65. Wenn die Polarebene cines Punkt es J den Punkt 
B enthiilt, sogebt die Polarebene des Punktes 5 durch 
den Punkt A. 

Denn da die Gleichung der Polarebene in Bezog auf x, y, z 
und x y *' symmetrisch ist so erbalten wir olTenbar dasselbe 
Re u ta du S n es zvf n Punktes 

E r B w g g ei'zeiigt 

w P k g h K 1 und der 

be P d h d M r Fiaclie. 

EC 6 K Uebergang 

25.) 
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78 Viertt^i Kiipitel. Art, G6. 

in die Gleicliung der Polarebene des erstun, als (lurch die iler Coor- 
dinaten des ersten in die Cleichung der Polarebene des zweilcn. 

Der Dorclisciiiiilt der Polarebenen von A und B ist eine ge- 
rade Liuie, welche wir die Polarlinie, der Geraden AB in 
Bezug auf die Fiaclie neiinen woTlen. 

Man sieht, dass die Polarlinie von AB dei- Ort der Pole 
allcr der Ebenen ist, welche durdi die Linie AB gelegt werden 
kBiineii. *3 

Die Polarebene eincs Punktes der FUcbe ist ibre Tangential' 
ebene in diesem. Von zwei Polarlinien gebt daher die eine (lurch 
die fierubrungspunlUe der Tangentialebenen aus der andern. Weil 
somit an eine Flache zweiter Ordnung diirch eine Gerade audi 
zwei Tangentialebenen gehen, so sagt man, eine FUche zweiter 
Ordnung aei zugieich von dei zneiten Classe; man 
nennt diese I<l3chen inch kurz zusjiinim-nfassend tlachen zwei- 
teu Grades 

66. Wenn in dei Oiiginalgleidiun^ niiht iiur 044=0, son^ 
dern aucb a^^ ^ 034 = <*34 = sind so ^^iid die gefundeue 
Gleichung der Tangenteneiiene (Art. bl.) illusoriscb , well jedes 
ihrer Glieder verschwindel und keine einzeliie Kbene kann als 
die Tan genten ebene der Fladic im Anfangspiinkt der Coordinaten 
bezeichnet werden, Denn der Coeffident von q (Art. 60.) ver- 
schwindet fur jede deni q beigelegte Ricbtung, jede durch den 
Anfangspunkt der Coordinaten gehende gerade Linie sdineidet 
die Fifiche in zwei zusammenfallenden Punklen, d. h. der An- 
I'angspunkt ist ein Doppelpunkt in der Flache. 

In dem gegenwartigen Falle bezeichnet die Gleichung einen 
Kegel, der den Anfangspunkt zum Scheitel hat; in der 
That tbut diess .j ede in x, ?/. z homogene Gleicliung . Denn wenn 
eine solche durcli die Coordinaten x', y, % befriedigt wird, so 
geniigen ihr auch die Coordinaten kx, ky, hz (wo k eine be- 
liebige Conslante ist), d. h. die Coordinaten aller Piinkte der 
geraden Verbindungslinie des Punktes {x, y' , z) mil dem Anfangs- 

*) Es ist nioht schwer, die Qleichnngen solclier Liuieii darznstelleii, 
Man kann nach dem Winkel fragen, den sie mit einander bildeu and 
erkennt, das3 eine FlSche zweiten Grades existiert, fiir welehe jede ge- 
rade Linie aut ihrer Folate rechtwinklig steht: Ea ist die Kugel. Wiv 
erinnern an die allgemeine Theorie d<^r WinkelgroSEen in Art. 419 f., 
366 f. der „ Kegel schnitle". 
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Doppplpiinkt iiTid DisdlminantG. Art. fi7. 79 

punkt; (liese Verbindungalinie liegt somit ganz in iler Flaclie und 
dieselbe muss unendlich viele gerade LinJen enlhalten, welche 
durcli den Anfaiigspunkt gehen. 

Die Gleielmiig der Tangentenebene fur irgend einen Punlit 
dieser Kegelllache liann in den Formen 

xV; + yV^' + zV; = 0. x'V^ + y'U^ -\- z'U^ = 
gescLriebeii warden, von deoen die erste durch den Mangel des 
absoluteii Gliedes anzeigt, dass die Tangentenebene in einem 
beliebigenPunlcte des Kegels durch denAnfangspunlit 
geht, walireiid die zweile ausdruckt, das3 die Tangenten- 
ebene ill irgend einem Punltte («', y, z) die Flache in 
jedem Punlitc der geraden Linie berilhrt, welche den 
I'nnkt Ix', y , z) mit dem Scheitel verbindot, well sic 
nocii die nSmliche Ebene reprasentiert, wenn man fur x , y, z 
respective hx' , ky, kz substituiert. 

Wenn der Punkt [x', y, z'} nicht in der Flacbe liegt, so 
reprasentiert die zutetzt betrachtete Gleichung die Polarebene die- 
ses Punktes und man erkennt in gleicher Weise, dass die Polar- 
ebene jedes Punktes durcli den Scheitel des Kegels 
gebt und dass alie Punkte die in dersulben "eraden 
du I d S 1 I g 1 1 L fe 1 I ! 

I h 1 I b 11 

UlhlPlb nPkt B 1 

K gei Ind lb g nl n bnnSInltd 1 

d Puk 1 '^(■dlPllnd Punkt n B u 

fd tphdSlttu ubtm ddl 

d I b h t I h nd Eb 1 I gl h P I 1 I 

1mAt64 1w nd dTlbudPtl 
1 It 1 J t I I 1 I d I I "5 1 t 1 

d k 1 ^1 

b7. Wir konnen leicht die BedinoUno entwickeln, untei 
welcber die allgemeine Gleichung zweiten Grades einen 
Kegel reprasentiert. 

Denn unter dieser Voraussetzung muss es niogltch sein, durch 
Transformation der Coordinaten die neuen Coefficicnten a^^, ^i, "m- 
a^^ zum Verschwinden zu hringen; die Coordinaten des neuen 
Anfangspunktes, d. i, des Scheitels, mftssen daber (Art. 59.) die 
Bedingungen 
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80 



Viertea Kapitel, 



y, = 0, v^ = 0, 0/ = 0, f/' = 

erfuUen, dereii Letztere in Verbindong mit dun iibriyen mit der 
Bedinguiig V^ = aquivaleiit ist. 

Wfnn viir aber x, y, s aos deii vier Gleichungen 

a^^x + a^^y -\- u^^z + (l^^ = 0, 

"is* "T ""z^y + "as^ + "34 = *J' 

eliminieren, so erhaUen wir die fragliche Beditigung in der Form 
einer Detcrminante 



r, i-_n „ „ 2 „ „ „ 2 „ 

'h "j3"II"'4 "Jl"2'>"34 "II 



oder entwickelt 

( (J a s a 

— 2 aj3aj3«2^aj4 — aaj^ffljaajjOij ^aj^Ojjtijja^^ = 
deren linke Seite di P Discnminant e A »ad zu^leicli dit J lesse sch e 
Detei minante dei gegcbpneii Gleichung ist *) 

Wii weiden ls ~ioithiilhaflTInflEn die Diffeitnliatqiiotieulen 
del DdiCI I minante iiach den Elementen a^ und a k oder ihre 
Untcrdeterminiiiten nach diesen dutch A resptcUie 2ii zn 
bezeiclinen so dasg man hat 

-^Il = %i''33"44 + ^''23''2l''j4~~'''2.''j4 ~~' "^i^li ~"il",i 

^22 = "33''44"ll~r^"l3''34"i4 ''sa^M "~''ll''34 — ^Ai^'lS • ^^''- '} 

^n'^^n^M^M "r '*44"l3''l2' ''ll''^4.l''a3 +''23'^14 '*12'*34*^14 

— «13fll4024> "t*^-; 

^J4 = «jjflj3ag4-^(i33«j^aj4 — f'a2"33«]4 + «14'*23 — ■ '^12'*23"34 

— aij«23°a4' ^'*^- 

68. Wir kehren nun zurlietrachtung der quadratisclicn Gleicli- 
uiig des Art. 60. zurficlt, uiid imtersiiclien nnler der Voraus- 
setzung, dass a,^ nicht versehwindet , die Bedingnng, unter 
welcher der Radius vector iin Anfangsjjunkt halbiert 
wird. 

*) Vcirgl. „Voi:lesuugeH", Art. D7., G2., 81., 97„ 161. 
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Bas Centrum nnil die Dliimetrnlebenen. Art. G9. 81 

Es ist (iazu nothwendig und liinreiclmnd, dass der Coer&- 
cient von ^ in clieser Gleichung mil Null idenliscli ist, wcil wir 
danii aus ihr fur p numcriscli gleiche Werthe mit entgegenge- 
selzteii Vorzeichen erhalten. Die verlangte Bedingiing ist dalier 

mil Q imilLipliciert zeigt sie, dass der Radius vector dann in cier 
Kbene 

«,!«; + «;.,!/ + «3|i = 0. 

liogen muss. Nacli Art, 64. schliessen wir daraus, dass Jede 
durcli den AnlangspuiikL der Coordinaten ia einer zur 
Polarebene desselben parallelen Ebene gezogene ge- 
rade Linie im Anfangspunkt halbiert wird. 

69. U liter den gleiehzeilig geltenden Voraus- 
setKungen «j^ ^ 0, Bjj =^ ^' ^i ^^ ^ wird jede durch 
den Anfangsp unlit gehende gerade Linie inihm halbiert 
nnd der Anfangspvinlit wird dann da s Centrum der 
Flaclie genannl. 

Jede Flaclie zweiter Ordnung hat im allgemeinen 
ein und nur ein Centrum Denn wcnn wir durcli Transfor- 
mation der Coordinaten die ("oefficienten fl^^, Oj^. a^^ der allge- 
meinen Gleichung auf den gememschafthcbun Werth Null briogen 
wollen, so erhalten wir die diei Bpdingungsgleichungcn 

?// = Oder a^yx + a,,/ + a,3=' + a,^ = 0, 
p/ = Oder «i„ l' -f- a ../ + a^z + a^ = 0, 
(7, = odei rt„x + a^,y + a.^z + a,, = 0, 
wekbe zur Beslimmung der drei wnbeKannten Giossen x', y, x 
notiiwendig und lunieichend sind Man irhalt nut den Bezeich- 
nungen de-- longLn Att zur Bestimmung doi Coordinaten des 
Centrums A^^n = A^^ i^^y =44, A^^z = A^^. Wenn 
jedocb -^4^ ^ I-.1, so veiden diese Cooidmalen unendlich gross 
und die Flciche besitzt liein mi pndbchen Raumc gelegenes 
Centrum.*) 

*) Wenn, wis cs milglich ist, itio Z llci (lieiei Biuct e gJeicliBc tig 
mit dem Nenner derselteii veraelivvimlen s u i d e Looi linaten des 

Centrums unbestimtnt nnd die Flache Lesit^t iinendlieh iiele Centra 
So dann, wenn die drei Ebenen P, ™ 0, is = ", t'a = ^ luioh dieselbe 
gefade Linie gehn; dann ist jeder Punl t in diesei Lima em Centinm 
Die Bedingung, unter welclier diess eintiitt hmu in der Foim 
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82 VievUs Kjipitol. Art. T.K 

Wenn wir die Origiiialgleiclmng in iJer l''onii 
„, + „, + „. = 
schreiben, in der wir die Glieder Tom zneiten uiid i^rslen Grade 
und die vom Grade Null untersclieiden , so isl ofl'enbar J^^ die 
Discrimiuante dcs Polynoms u^. 

70. Man soil denOri der Mittelpunkte der Selineri 
finden, welche jjarallel sirid einer gegciteneii geradeii 



Wenn wir den Anfangspunlit der Coordinalcn nacli irgend 
eiiiem I'uidite des fraglichen Ortes verlegen, so mussen die ncuen 
Coel'licienten ajj, a^^, %] die im Art. 68. grundeiie Bedingnng 

«,,! + a,,t^ + a,,v = 
erfiillen und daher isl nach Art. 59. die Gleichung des Ortes 
it/, + fitr^ + vV.j = 0. 

Diese Gleichung bezeichnet eine durch den tlurcIiscIiniUspuiikt 
der Ebenen !7, ^0, Pj = 0, tfg = geliende Ebene; wir be- 
nennen sie als die der gegebenen Riclitung der Sehnen 
conjugierte Diametralebene der Flache. 

Wenn irgend ein Funkt in deni durdi den Anfangspunlit der 
Coordinaten in der gegebenen Riclilung gezogenen Radius vecLor 
die Coordinaten x, y, z hat, so Uann die Gteicbung der Diame- 
tralebene in der Form 

geschrieben werden. 

Die Gleicliiing der Polarebene des Piuiktes kx , hj , Jtz 

kxU^ + Af/'fj + kz'U.^ -|- C^ = 

giebt aber, durch k dividiert und fur unendlich waehsendes k 

die niimiiche Gleichung; welches zeigt, dass die Diametral- 

ebene die Polarebene des nnendlich entfernten Punk- 



gesdirieben werden, welche ias gleiohzeitige Vevschwinden der viev De- 
termiuaiiteu bezeiclinei, die nus den geschrieben en vier Verticalreihea 
zQ dieien gebildet werden kijnnen. Wir kommen im folgenden Knpitel 
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Conjugierte Dimiictviilobcnfiii; TIaiiptcljenen. Ait. 71, S'6 

tes der gegebenen geraden Linie ist, wie Hir audi iiiit- 
telst geometrischor Betrachtiingeii batten beiveisen konnen. (Vgl. 
„Kegelschnitte" Art. 294, 4.) 

Ill dtii-selben Weiae wird erkaniit, dass das Centrum der 
Pol der UDendlich entfcrnten Ebeiie ist; denn wenn dec 
Anrangspiiukt das Cenlruni der FISche ist, so wird (Art. 64.) 
die Gleichung seiner f'olarebene a^^ = 0, welche nacli Art. 29. 
eine uiiendlich entfernte Ebene reprasciitiert. 

Wenn speciell die gegebene Flaehe ein Kegel isl, so fallt die 
Ebene, welche alte einer durch den Scheitel gehenden festen Ge- 
raden parailelen Selineii balbiert, mit der Polarebene irgend eines 
Punkles dieser Linie ztisammen. Wir haben friiber erkannt, dass 
alien Punklen einer solchen Geraden dieselbe Polarebene entspricbt 
und finden jelzt in Uebcreinstimmung damit, dass die Polarebene 
ilires unendlich entfernlen Punktes d. i, (He ibr conjiigierte Dia- 
nielraJebene, die namlicbe ist. 

71. Die libene, wetche die der Axe der x parailelen Sclinen 
balbiert. wird durch die Voranssetzungen ft = 0, r = aus der 
Gleicliung des vorigen Art. gefunden und ist also Z7j = oder 
Ojja; + fl,j;/-|- uj^s + «ij = 0;*} sie ist der Axe der y parallel, 
wenn a^^ = ist. Diess ist aber audi die Bedingung, unter 
weldier die der Axe der y conjugierte Diauietralebeue der Axe 
der X parallel ist; d. b. wenn die einer gegebenen Iticb- 
tung conjugierte Dianietralebene eine andere iticbtung 
entlialt, so entbalt die dieser letzteren Ricbtung con- 
jugierte Uiametralebene aucb die erste Bicblung. 

Wenn a.^'=0 ist, so sind offenbar die Axen der x und y 
cinem PaSre von conjugierten Durcbmessern des durdi die Ebene 
xt/ beslimmtea Scbnittes parallel, und man erkeunt ausserdem, 
dass die jedem dieser Durchniesser conjugierte Dianietralebene den 
andereii cntb^ilt; denn der Ort iter Mittelpunkte aller Sebnen der 
Fl3cbe, welcbe einer gegebenen (ieraden parallel sind, schliesst 
notbwendig den Ort der Mittelpunkte aller der Sebnen dieser Art 
ein, welcbe in einer gegebenen Ebene entbalten sind. 

*) DarauK folgt, daaa die Ebene a; = die der Axe der a; parailelen 
Sehnen balbiert, wenc Ou = 0, Oia = 0, ai4=^0 sind; oder wenn die Origi- 
nalgleicbung keine angerade Potenz voti a: entliSit. Eb ist iiberdiesa offen- 
bar, dass diesa der Fall sein muss, damit fiir beliebige bestimmte Werthe 
von y und z gleiclie nnd eiitgegengesetzta Werthe fiir ar evbalten werden. 
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84 Viertes Kapltel. Art, 7S. 

Drei Diametraleli enen hcisaen conjiigierl., wenn 
jcdc von ihnen ziir Durchsciiniltslinie (ler beiden an- 
dern conjugiert ist; und droi Durchmesser heissen 
conjiigierl, wenn jeder von ihnen conjugiert 1st der 
Ebeoc der beiden andern. Wir erhalten also ein System 
von drei conjugierten Dnrchmessern, wenn «ir zu zwei conjugier- 
ten Durchmessern eines beliebigen ebenen (lurch das Centrum 
gefuhrten Schnittcs den der Schnitlebene conjugierten Durch- 
messer gesellen. Fur die gleichzeitig ertullten Voraussetzungen 
fljj ^ 0, a|s = 0, ffljj = erhellt aus dem Anfang dieses Art., 
dass die Coordinatenebenen drei conjugierten Diamelralebencn 
parallel sind. 

Wenn die Flache ein Kegel ist, so erhclll aus dem in den 
Art, 66., 70. Ge^sagten, dass ein System von drei conjugierten 
Durchmessern eiue beliehige Ebene in drei Puuklen sclineidet, von 
denen jeder der Pol der VerbiodungsHiile der beiden andern in 
Bezug auf die eotsprechende Schnittcnrve ist. 

72. EincDiametralebene wird alsHauptebene be- 
zeiciinet, wenn sie zu deu Sehnen normal steht, zu 
denen sie conjugiert ist. 

Unter der Voraussetzung rectangularer Axen und fiir A, j*, v 
als die Richtungscosinus der Sehne liabeu wir im Art, 70. die 
Gleichung der entsprechenden Diaraetralebene 

erbalten und erkennen, dass diesclbe zur Sehne normal, isl, ncnn 
(Art. 43.) die Coeffloienten von x, y, z respective proportional 
zu X, ft, V sind, d. i, wenn die Gleiehungen 

bestehen. Wir konnen aus diesen in X, fi, v linearen Glcirbiingen 
A, fi, V ehminieren und erhalten zur Beslimmung von k 
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ParallfllscIiniUe und Transversalen. Art. 73. 85 

odor in eiitwickelter Form 

k^ — k ("ij+ffja+aas) T A(a|ia2i+022''33"r''33<'ii~''23 "~" *13 
"12 ) (''ii'^22''33+^''23''i3'*ia "ii^ls '^aj^is "ss^ia )=U. 

Die successive Einfulirung der drei durch diesc Gleichung 
bestimmten Werthe von k in die vorigen Bedingungsgleichungeu 
crlaubt uus die BesUmmung der entsprechenden Werllie von X, ft, v. 

EineFJache zweiten Grades hat dalier im Allgemei-' 
nen drei Haupldiametralofaenen; die drei zuiiinennor- 
malen Durchmesser werden die Axen der Flache ge- 
nannt. *) 

Bcispiel. Man soil die Hauplelieiien Ijostimmen fur 
Ix^ -j- Qy'^ -\- 6z'' — ixy — iyz = 6. 

Die cuijische Gleichung fur k Isl, 

k^ -— 18A^ + 99^ — les = 
voLi den Wurzelu 3. 6, 9- Daher sind die drei Gleichungen 
71 — 2ft = Ai, — 2i + 6f< — 2i' = kfi, — 2ft -f- 5v = At. 

Die Substitution A =^ 3 in dieselben iiefert 2 A = ;* = v iinil ninn 
crhSIl duiUi Multiplication mit ^ und durch Substitution von x furip, elc. 
fill die erne der A\en die Gleichungen 2x = y = z. 

Die durch deu Coordmatenanfangspunkt, der hier rait dem Ccnlruui 
/usanimcnfSlit, gehende Norraalehene zu dieser Geraden isl also 
, + 2j, + 2i-0. 

In gleiehet Ail weidpn die heideii andern Hauplebenen gofunden, 
als von den Gleichungen 2x — 2y-\- z = 0, 2a: + y — 2i = 0.**) 

73, Die von einer Flache zweiten Grades mil pa- 
railelen Ebenen bestimmten Durchschnittslinien sind 
cinaiider Shniich und ahniicli gelegen. 

*) 111 dem folgenden Kapitel werden wir die eui- licsLiminuDj,' dcr- 
selbeu gewonnene GleicUiiiig genaiier disotitiereu. 

**) Weiin U die Gliedet vom LSclisten Grade in der Gleioliung be- 
zeiolinet, und V die Function 
("«"!3- ''ts*)*''+(<'s!"iL — "13*) ^'^("iiasa—^iB') I* + 2 ("isais — «i1«!3)i/i 

+ 2(«ija,i — aj,aii) xz + afoji^Bi, ~ Cajfl,,) ^y 
auBdruclit, so ist die Gleichung der droi Hauptebenen'fiii- das Centrum 
als Anfangapnnlit der Coordinaten durch die Determinante gegebeu 
(„Vorles." Art. 149.) 

I ^ , ;/ - I I 
fi, ;/,, f, = 0. 
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86 Vievles Kapitel. Art. 74. 

Da jede Ebeiie zur Ebeiie der xy gewahlt werdeii kanu, so. 
geiiiigt fOr den Beweis die Betrachtiing der durch diese gebilde- 
IBD Sclinitlcurve, dereii Gleichung durcli die Subsliliilion ^ = 
aus der Gleichung der Flarhe abgeleitet wird. Der durch eine 
zu ihr paralleie Ebene erzeugte Schnilt wird erbalten, indcm man 
(lie Gleichung zu parallelen Axen durch eineii iieuen Anfangs- 
punkt der Coordinaten in der Axe der z transformiert d. h. z -\- c 
fiir I einselzt und sodano 1 = oder sofort z ^= c einfuhrt. 
Urid da hei einer solcheu Transformation die Coefflcientcn der 
hochsten Potenzen ungegndert bleiben, so erbalten wir in jedem 
Falle dieselben Coefficienten fur a;*, xy und y^ und die Curven 
sind soinit einander Shnlich und in ahnlicher Lage. („Kegelschn." 
An. 242.) 

Was aus geometrischen Grunden offenbar ist, dass derOrt 
der Centra der parallelen Schnitte der zur Steilung 
ihrer Ebenen conjugierte Durchmesser der Flache ist. 
ISssC sich ebenfalls leicfat algebraisch nachweisen. 

74. Wenn ?', g" die Wurzein der quadra Lisch en Gleichung 
des Art. 60, bezeichnen, so ist ihr Product p' p" gleich <lem durch 
den Coefficienten von ^"^ dividierten a^^. Transformieren wir nun 
die Gleichung zu parallelen Axen. um einen mit dem erstcn 
parallelen Radius vector zu betrachten, so bleibt der Coefficient 
von p* unverSndert und das Product der beiden Wertlie der 
Radien vectoren ist dem neuen a^^ proportional, 

Wenn also durch die gegebenen Punkte A, B be- 
Ijebige paralleie Sehnen gezogen werden, welebe mit 
der Flache die PunUte R, R'\ S, S' respective besLim- 
men, so sind die Prodncle RA . Al(, SB . BS' zu einan- 
der in eineni constanten Verhaltniss, nSmlich im Ver- 
haltniss if: U". wenn wir durch if und V" die Resul- 
tate tier Substitution der Coordinaten von A und R in- 
die Gleichung der Flache bezeichnen. 

75. Wir schliessen diess Kapitel mit dem Nacbweis, wie die 
im Vorhergehenden aus der Discussion von geraden Linien aus 
dem Anfangspunkt der Coordinaten erhaltenen SStze durch ein 
allgemeineres Verfahren erbalten werden k6nnen, welches dem 
im Art. 109 der ,, Kegel schnilte" angewendelen analog ist. Wir 
bedicncn uns dabei der grftsseren Symmetrie wegen homogener 
Gleichungeii mit vier Veranderlichen. 



y Google 



Die Taiigenti.ilebeiie; Pol iiiiil Polaiebene. Avt. 7li. 87 

Man soil die I'uiilUe bestimmen, in dciieo eirie ge- 
gebene Flache zweiteti Grades durcli die gerade Ver- 
bindungslinie der Punkte (x, y, z\ m). {x", y', z", w") 
geschiiitten wird. 

Wir beti'acbten als unbekannte Gr5sse das Verbaltniss ^ ; I, 
nacli welchem die bezeicbtiete Veibindungslinie [a den Punbten 
getheilt wird, iti denen sie die Fliiche sr.hneidet, so dass die Co- 
ordinaten dieses PunkLes (Art. 8.) zu 

\x' -\- jtx", kij -f" t^u'\ ^^ ~\' C*' ^'y' 'h 1'-^" 
respeclive proportional sind; iind wir erhalten durch SiibsliLutioii 
dieser Werlhe in die Gleichung der Flache ziir Bestimmung von 
jt : l eine quadratische Gleichung 

I'll + kp.P -{- u''U =0 
In ilir neiden die Coefficienten (on |U und A wie es durch 
die Bezeichnung ingedLUtet ist leichl als die Besultate der Sub- 
stitution der Coordinalen a. y z , w und c y z, w in die 
Gleichung dLr Flacbe erkannt wahrend dei Coefficient von Aft 
durch Taylor's Theorem oder in anderer Weise unter den Formen 
x-U," + yV{ + zV^' + iv'V_", 
xU{ + y'U^ + z"V^ + n>-'U,; 
erhallen wird. Wenn man aiis dieser quadratiscben Gleichung 
die Werlhe von fi : A bestimnil, welcbc ilir geniigeii, so liefurt 
ibre Substitution in die Ausdriicke 

Ix -\- jix ly 4- ,»/ 
" i + ,a ■ "" 1 + fi ■ ' ■ 
die Coordinaten der Punkte, in denen die gegehene gerade Linie 
die Flacbe durchschneidet. 

76. Wenn der Punkt [m, y\ z, w) der Flache selhst ange- 
bort, so ist iT" = und eine der Wurzein der betrachteten 
quadratiscben Gleichung ist fi ^ 0; sie entspricbt dem Punkte 
[x, y, z, m), wie nalOrlich. Die Bedingung, unter welcber audi 
die zweite Wurzel den Werth Null hat, ist /• = 0. Wenn 
also die Verbindungslinie der Punkte 

{ic, y, z, w). [x. y", z , w"] 

die FIScbe im ersteren Punkte beruhren soil, so miissen 

die Coordinaten des letzteren Punktes die Gleicbang 

•^V{ + yV- + zU{ + ,vv; = 
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erfallen; und da {x". y'\ z", rv") jedeii Punkt in jeder durcli 
[x, y, z, w) gehendeii Tangente bezcichiien kanii, so folgt, dass 
jede solche Tangente in der (lurch die ebeii gesclirie- 
bene Gleichiing repraseiitierten Ebene iiegt. 

77. Wenn der Punkt [x\ y, z, w) nicbt in der Oberflache 
liegl und die Relation i> = durch die Coordinate!) erfullt ist, 
so niinml die quadraUsche Gleichung dea Art. 75. die Form 
X'^V' -\- ^i.'^'V" = Q RVi und lieferl daber fur ft : I numerisch 
gleiche Wertlie mil entgegengesetzten Vorzeiclien. Die Verbin- 
dungsliiiie der gegebenen Punkte wird also (Art. 39, 4.) durch die 
Flache Susserlich und innerlich in demselben Verhaltniss, d. h. sie 
wird harmonisch getbeilt; jenePunhtebeissendannbarnioniscbe 
Pole der Flache. Somit ist der Ort der barmonischen 
Theilpunkte der durch {x, y, z', w] gebenden Aadien 
vectoren der Flache die Polarebene 

xV{ + yU^ -{- zV.^ 4- wU^ = 0. 

78. Wenu aligemein die gerade Verbindungslinie der beiden 
Punkte die Flaclie beruhren soli, so muss die quadratische Gleich- 
ung des Art. 75. gleicbe Wurzeln bahen, und die Coordinaten 
der beiden Punkte mussen somit durch die Relation 

i jfj}" = pi 
verbunden sein. Wenn der Punkt {x\ y, z , w] als fesl gedacbt 
wird, 80 ist diese Relation erfullt, sobajd der Puniit in einer der 
Tangenten gelegen ist, welche von ihm aus an die Oberflache 
gezogen werden kdnnen. Der durch alle diesc Tangenten 
erzeugte Kegel hat in Folge deasen die Gleichung 
4tJD' = i«, fur P = a^P,' + yV^ + z&j' + niP,,'. 
Beispiel. Man soli die Gleichung des dem Punkt {x, y, z) eul- 
sprecbenden Tangentenhegela der FlSclie 



79. Man soil (lie Bedingiing ausdr iickeii, iintei- 
wulclier (lio Eiicne 

|i + w + fs + »» _ 
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Gleichung iu Ebeueii* und in Strahlen-Coordin 



■. Art. 80. 89 



weiten 



die Vera] 
selben fur ; 



die durcii Jie allgemeiiie Gleichuii 
gegebcDe FlSche beriihrt. 

Wenii X, y, z, m die Coordinaten des Berulirungspunktes 
bezeitlinen und h eln iinbestimmtcr Factor hi, so gelten nacli 
Art. 62. die Gleichiingen 

kl = «i,a; + a^^y + a^^t + u^^w. 

kS = aj^x + Bjjy + a^sz -}- a^,m. 

km = u^^x + «jjS/ -f a^^^ + a^^w, 

und vvii' konncii zwisclien ilineii iiiiil der Gleichujig d<^r Elbene 

i,x -\- iiy -\- t^ -^ miv := a 

erlichen x, y, s, w elimiiiieren. Die Auflosung der- 

w giebl {»gl. „Vortesungen" Art. 16., 23.) 
Jx = klJ.ii + A,^v + A,t + -i,4"), 

^£ = ^M,ag + ^aa*? + ^33? + ^34'»)' 
^w = A:{^„| + A^,r, + ^,,f 4- ^„w), 

mit den Bezeichnungen des Art. 67. Die Substitutiou dieser 

Werlhe in die Gleichung 

1^ ^_ ^j/ + jj + „,„ _ 

liefert dann die geforderte Relation iu der Form 

AiS' + ^22V'' + ^3^' + ^i^ + 2^3^? + 2 J.,1? + 2J,^^n 

+ 2 J,^|o) + 2-^j4i;g. + 2^3,?w = 
Oder fiir die Ebenencoordlnaten |,- und die Puuktcoordiiiateu Xi 
A,, g.' + . . . + 2^,3!, I3 + .. 2 J, J, I, + . . = 0. 
Man kann sie auch in der Form scbreilien 
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80. Die Bedingung, uuter welcher die Flacbe von 
Gincr durcb 

liXi-{-i^x^-\-i^x^-\-l^Xi=0, ■»?ia;i + ij2a:j4-%.r3 + i;^iK^ = 
gege|bencn Geraden beriihrt wird, oder die Gleicbung 
der Fla^cbe in den Slrablencoordiiialeii [litjk — l^^i) des 
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90 



Viertes Kapite 



Art.51., Itfinnenwir erhaUeii, indem nii- znei dei- Veranderlichen 
zwischen deii Gleicbungeii <ler Linie mid der Cleichung der Flache 
eliminieren und die Bedingung Liklen, fur welche die reswilierende 
qiiadratische Gleichung gleiche Wurzeln hat. Das Resultat ent- 
bjilt die Coefficienten der quadratischen Gleiduing im zweiteri 
Grade uiid iat zugleicli eine quadratische Function der Delerminaii- 
ten (|,ijj — I21;,). [g,»;j — la*?,), etc., welclie nacli Art. 51. durcli 
P12. P\3- etc. vertreten werden. Das Besultat isE daiiii 

+ 2^fl|2a3, {PuPis — Pt^P2i)- 
Man kyiii] diese Bedinguiig audi hi der Form schi'ciben 
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Wenn in der Bedingung des letzten Artikels die Siib^Iitution 
I; _|_ Xrji fur |j voUzogen und dann die Bedingung gebildet wird, 
unter welciier die dadurcli enrspringende Gleichung in I gleiclie 
Wurzeln hat, so ist das Resultat identisch mit dem Producte der 
Discriminante in die Bedingung dieses Artikels. Denu die znei 
Ehenen, welche durch eine gegebene Linie gelien und eine Flache 
zweilen Grades berftliren, fallen zusammen, ebensowohl wenn jene 
Linie eine Tangente der Flacbe ist, als wenn die Fiacbe einen 
Doppelpunkt besilzt. 

Die FtSche ist in diesem Sinne ein specielier Slrahiencomplex 
zweiten Grades; wie deon die durch elnen Punkt gehenden und 
die in einer Ebene liegenden Strablen desselben respective einen 
Kegel und eine Curve zweiten Grades biiden. (Art. 53.) 

Die Durchfahrung und Interpretation der Enlwiclielungen der 
Art. 75 f. fur die (juadratische Gleicliuiig in den veranderlicben 
li also fur die Flache zweiter Klasse bat iiacli den Erfirterungen 
der Art. 38., 51- keine Schwierigkeit ; wir empfehlen sie deni Leser. 
(Vergl. Art. 122 f.) 
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V. Kapitel. 

Classification der FUlchen zweiten Grades. 



81. Es ist die Aufgabe dieses Kapitels, die allge- 
meine Gleichutig zweiten Grades auf die eiiifaciiste 
Form zn rediicieren, deren sie faliig ist, und die ver- 
scliiederien Fiitchen zu iintersclieiden, welciie sie dar- 
stellen kann. 

Wir begiiinen die Uiilersiicliung unter dcr Vorausselzuiig, 
dass die ini Art. 67. diirch J^^ bezeichnete Gresse uictit 
gleich Null sei. 

Indem wir die Gleicbung zu parallelen Axen durch 
das Centrum transformieren, verschwiiiden die CoelTicieiilen 
"w '^lii %i '•'"' dieseibe erhfllt die Form 
«„«' + "„»' + «..«'+2«„ w + 2<.„« + 2«„.»J + .,.'-0, 
wenn wir durch Oj/ das Resoltat der Subslitulion der Coordinaten 
des Centrums in die Gleicbung der Flache bezeicbnen. Indem 
man erinnert, dass 

20' = x'U^ -\- y'V,^ + z'V.^ + w'h^ 
ist und dass die Coordinaten des Centrums die ersten drei Glie- 
der V{, V,l, V^ verschwinden maclien, bercchnct man leiclit, dass 

' — «H-^J4 + " 24 ^24 + " imAi + "44 -^H _ ^ 

"" - — - T~'~^ """~^44 

isl, uieder in den Bezeicbnungen des Art. 67. 

82. Naclidem man durch Transformalion zu parallelen Axen 
die Coefljcienten von x, y. z auf Null reduciert hat, kann man 
durch eine Richtungsjinderung der Axen unter Bei- 
hehaltung des Centrums als Anfangspunkl auch die 
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92 Fiinftes KapJtel. Art. 82, 

Coefficien ten voii yz, zx, xy zum Vcrscliwindeii Lriu- 
gen uiid so die Gleichung aiif (lie Form reducieren 

«„v + «,,¥ + «„v + «„■ - 0. 

Es kann nacliArt. 17. leiclit nachgewiesen werden, dass zum 
Vollziig diesei' Reduction uber eine liinreichende Anzahl voq Con- 
stanteii verfugt wird; wir zielien es aber vor, nach Analogie enL- 
sprecheuder Entwicklungen in der „Analytischeii Georaetrie der 
Kegelschnillc" zu zeigen, dass gewisse Functionen der Coef- 
Ticienten beim Uebergang yon einem rectangularen 
Axensystem zu einem anderii unverandert bleibcn 
und dass die neuen Ooefficienten a^^. n,,, c^, mittelst 
derselbeii ausgedruckt nerden koiinen, 

Wonn wir voraiisselzen, dass die allgcmeinste Ti'ansformation, 
welche Ton der Form 

X~^.l^-\- llJ/_ -{-vz, y = i^ 4- ft'j^ 4- v'z_, 
I ^ i"^ -|- fi'V + v'V 
ist, die Function 

in 

"n'^'^ + "n'/ + "ss'^' + 2n.,3Vs + Sftig'sa; + 2a,./x!/ 
flberfiihrt, was wir durch J7 = C ausdruclten wollen, so haben 
wir uiiter der Vorausselzung, dass beide Systenie rectangular sind, 

«' + !/^ 4- i' = a^^ -|- y2 + z"^, 
welches durrli S = S dargestellt werden mag. 

Fiir einc beiitbige Conslanle Jc ist in Folge desseni 
U-\-kS=V -i- fcJ, 
und wenn die linlie Seito dieser blentitat in Factoren zerlegbar 
ist, so muss es audi die rechte Seite sein, d. b. die Discriminan- 
ten beidcr Poiyoome V -j- *^^. U -^ kS iniissen fur den nam- 
licben Werth der Constanten /c verscbwinden. 
Nun ist die Discriminante von {U -\- kS] 
t' - i> (»„ + .„ + a„) + t (»„»„ + a,,a„ + .„.„ - »„= -«„'-, 

und die Vergleichung der Coefiicienten der verschiedenen Potenzen 
von Ji in diesem und dem Ausdruck der andern Discriminante 
lieferi fur die Ueberfiilirung der Gleiehung von einem 
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"ll"2a"33 T^ ^''23"13"12 "ll"?* "22"lS "33''IJ 

= «llOa2«33 -P ^"28 "is "la — "ll^ZS "22 "IJ — "33 "^^ii )■ 

83. Diese drei Gluichungeu geslatten sogleich die 
Bestimmung derjenigen Transformation, fOr weiche 
die Coefficienten Oj^. a^^, 0,2 verscliwinilen, denn sie 
bestimmen die Coefficienten der cubiscLen Glcichung, 
weiche die neuen Werlhe a,,, a^^, a^^ zu ihren Wurzeln 
hat. Dieselbe ist dalier 

'3__l„ _|_^ _1_„ ]„ '2_|_/„ ft _|_rt ft _Lft ft ^„ 2 ,, 2 „ i]„ 

— (flji Oj^B33 -j-2(i^3ai3ai2 — n|i«.js "2a''j3 "ss'^is ) = "j " 
Oder in anderer Ausdrucitsrorm 

*12 ("ll ''33) ~ ^ *^23''l3*l2 = ^■ 

Cauchy hat folgendermassen bewiesen, dass die sfimmtlichen 
Wurzeln dieser Gleicbung reell sind. Sie sei in der Form 

(«l,'"«u) {(«.!'-»..) ("■■•—=!) -%s'}-V(«l,-«,J 
"n'l^ll "33) " '•2»'*13''l2 =^ ^ 

geschriehen und a, (3 sollen die Werthe von Kj/ faezeicbnen, fur 
weiche (an' — ajj) ("ii' — "33) — ^23' = ^ wird; dann isl die 
grosscre dieser Wurzeln a nothwendig grosser und die Ideinere 
§ nothwendig kleiner als jeder der Werlhe «j.j und Wga-***) Durch 

*) Die Bildiing der entspreclienflen Gleicliungen" fiir acliiefwinklige 
CoorcliiiatenayBterae liat keiue Schwierig'keit. Nach Art. 19. Hiibatitiiie- 
ren wir dann fiir S 

a:^ + y' + z^ + 'iyt cos 1 + 2 j^ cos f. + 'ixy coa v, 
und indein wir genau so wie im Teste verfahren, erhalten wir eine in 
ft oubiselie Gleicliung, deren Coafficienten durch dio Transformation 
ihr gegenseitiges Verhaltniss niclit Undern. 

**) Es ist dieselbe cubisehe Gleiehung;, die wir im Art. 72 erhalten 
babcD, 

***J Man erkennt diess entweder durch wirkliclie Aiifiiisung oder 
durcli die successLven Substitution en a,, ^= c», On' = njj, On' = Ojj, 
Kil' L= — CXI, als weiche die Rosultate +, — , — , + geheu, ziim Beweise 
diise die cine der WiivKiilii grosKer als <h„ und die andiirc kleiner als (•„ ist, 
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94 riuiftes KapHel. Ait. SI. 

(lie SubstiluUon a, ,' = h ri!<kiciert sidi danii dii; gcgelicne ciiliisclie 
Gleicliung auf 

ill wclcher Form die innerhalb der Klammem stelieude GrSsst; 
ein vollslandiges Quadrat ist, weil man hat 

d. It. (las Resultat dieser Substiiution ist wesentlich negaliv. Fur 
die Subslitutioii %,' = § erhalt man hingegen den Werth 

auch ein vollsiandiges Quadrat und somit wesentlicli posiiiv. Da 
somit die Substilutionen a,/ ^= rx>, a^' = a^ «ii' ^ ^^ 
((ij' ^ — 00 abwechseind positive und negative Resul- 
tate lie fern, so lialdieGIeiciiungdreireelleWurzeln, 
welche zwiscbeii den durcli jene Subslitutionen be- 
zeichneten Grenzen liegen. Dieselben siod die Coefficienten 
von x^, tp-, z^ in der traiisformierten Gleichung, es ist aber will- 
lii'iriicli, weii^lie von ihnen wir als den Coefficienten von x- oder 
y'^ nelimen, weil wir jede der Axen als Axe der a: bezekbnen 
liSnnen. 

Den Beweis eines allgemeineren Seizes, von welcliem dieser als 
ein specieller Fall ersclieint, findet man in den „Vorlesungen" XV. 

84. Die Flaclien zweiten Grades werden nacli den 
' Vorzeiclien der Wiirzeln der vorbesprochenen cubl- 
schen Gleichung classificiert, 

I. Wenn alle ihre Wurzeln posiiiv siuil, so kann die 
Gieithung in die Form 

o„v-' + .,,y + «„■»= + «.,; - o») 

geliiaclit werden. Die Flaebc besltmmt dann in jeder der drei 
Asen reelle Abschnille und wenn man dieselben durch a, b, c 
respective bezeichnet, so kann die Gleichung in der Form 

gescbrieben werden. IJa es willkiirlicb isl, welcbe der Axen zur 

*) Im Folgeadeu wird n^,' /= — , Art. 81. j negativ voraaage- 

setzt. ware es posUiv, so andetn wif die Zeichen der Gleichung, 
ware us Hull, so stelit die Flathe eineu Kegel dar. (Art. 67.) 
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Classification der FVai^cu zweifen Grades. Art. So. 95 

Axe (ler x gewalilt wircl, so Hollcn wir voraiisselzen, dass der 

Abschnitt a, welcher der Axe Her a: angehort, der ISngsle uiid der 

Abschnitt c, wetcber der Axe der z angehort, der kijrzeste sei, 

Durch Transformation zu Pol a record inaten svird die Gleichuiig 

1 cosV cos'jS fos^y 

und kaijn also, vvegen cos'c: -\- cos'^f3 -J- cosV = 1 in judc Jer 
Formeii 

?=? + (?-?) -'^ + (? - ?) '"-■ 

geschriebeii werden, aus welcben sogleich erhellt, dass a der 
grOsKie und c der IileinsLe Werlh des Radius vectors iat. Die 
Flache ist demnach in jeder Ricbtung begrenzt und 
nird als Ellipsoid bezeichnel. 

■leder eliene Quersclinilt derselben ist eine Ellipse. Der eiiier 
Ebene z ^= k entsprecbende Scbnitt isl 



und fur alle k > c existiert daher kein reeller Stbuitt melir, 
oder die Flache liegt ganz zwischen den Ebenen z = ~\- f. 
Aehniiches gilt fur die andern Axen. 

Wenn zwei der CocfMenten z. B. a und 6 cinander gleicb 
sind, so sfnd alle Sohnitte durch Ebenen, die der xij-Ebenc pa- 
rallel sind, Kreise; die Flache ist eine Umdrehungsflaclic, 
erzeugt durcb Umdrehung einer Ellipse um ihre grosse 
oder um ibre kleine Axe, Je nachdem die gleichen 
Coefricienten die beiden grosseren oder die beiden 
kleineren sind. Man bezeichnet diese FlScben als das ver- 
langerte und das abgeplattete Ellipsoid. 

Wenn alle drci Coefflcienlen einander gleich sind, ist die 
dargestellte Flache eine Kugel. 

85. II. Sei eine der drei Wurzein der cubischen 
Gleichung negativ. 

Die Gleicliung kann dann in der Form 
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geschriftben wordeo, wo a > 6 ist, uiiil man sielit, Jass die Axe tier 
z die Fladie nicht in reelien PunlUen sclineidet. Die Polargleichung 

1 cos^K cos^|3 cos^y 

^ ^ ~^' ' ^ ^^ 

zeigt, dass dcr Radius veclor die Fiache sclincidet odcr niclit 
sclmeidet, je nachdera die reclite Seite der Gleichung positiv oder 
negaliv ist; und dass ferner fiir die VorausseLzung, dass gie gleiclt 
Null oder dass p ^ oo sei, eln System vod Radien vecloreii er- 
halten nird, welches die Durchmesser, die die Fi<iche schneiden, 
von denen trennl, die sie nicht schneiden. Diirch Rjickgang zu 
deii rechtsvinkiigen Coordinaten wird aus ihm die Gleichung des 
AsymptoUiiliegels erhalten 

!-' + |! _ i!_o. 

Die ebcnen Schoitte der Fiaclie, welche dcr Ebene der 0:7/ 
parallel sind, sind elliptisch, diejenigen, welche den beideii anderu 
Hauptel)enen parallel sind, liyperbotisch. Da die Gleichung des 
elliplisclieii Schnittes fiir die Ebene z =' k diirch 

£' J_ 1^ == 1 _L ^'l 

„i i- t^ — ^ -I- ^3 
gL'gcbeij ist, so enlspricht jedem Wertlie von k ein reeiler Durch- 
schuitt and die Fiache ist daher ohne UnterbrechuDg. 
Man nennt sie ein einfaches Hyperboloid oder Ilyper- 
boloid mit einer Mantelflache, 

Fiir a = b erhalt man eine Umdrebungsflache der- 
selben Art, 

86. III. Wonn zwei Wurzein der cubischen Glei- 
chung negativ sind, so kann die Gleichung in der Form 

? - i^ - ? - • 

geschrieben werdei). 

Die der Ebene yz parallclen Querschnitte sind EMipscn, fiir x= k 

S + S = 5-i^ 

die Schnitte, welche den beiden andern Ilauptebenen parallel ge- 
fuhrt werden, sind Ilyperbeln. Jene Eihpse ist nichl reell, so 
lange die Conslante k zffisclien den Gren/cn -[- " nnd -- a liegt; 
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jeile Ebene x ^ fc, fur welche Jc ausserlialb jener Gienzen liegt, 
schneidet aber die Flaohe in eincr reellen Curve, d, i, keiii Tlieii 
der Flaclie liegt zwischen den Ebeneii ic = + a, die Flaclic 
bestebt aus zwei getrennten Tiieilen, welcbe ausser- 
lialb dieser begrenzenden Ebeneii Itegeu. i\Ian iiennL 
sie das zweifaclie Hjperboloid oiler das Hyperboioid 
mil zwei Maiitelflaf;ben, Fur b = c hat man die Um- 
drehungsflache derselben Art. 

Die Anschauung ilcr Umdrehuiigsfliiebeii bietet eine selir eiu- 
facbe Unlerscbeidung zwischen betden Arten von Hyperboloideii 
(lar; denn wenn eine Hyperbel um tbre transver^ale Axe geUrelit 
"ird, so bestebt die erzeugtc Fladie notbwendig aus zwei ge- 
liennten Theilen; sie ist aber ein einfanlies Hyperboloid, weiin 
die conjugierle Axe zur Drebungssxc gewiihit ward. 

IV, Unter der Voraussetzung, dass alio drei Wur/eln 
der cabiscben Gleicbung negaliv sinil. niinmt diu allgo- 
melne Gleicbung die Form an 

t + '' + t^^^i, 

a' ' b' c- 

der durcli keinc reellen Werihe der Coordinalen genugt wird. 

V. Wenn das absolute Glied den Werth Null erhalt, so liaben 
wir den Glrenzfall der Regelflachc; die^Formen I und IV 
geben die Gleicbung 



welcher keine andern reellen Wertbe der Coordinaten Genijgc iei- 
sten als a: = !/ =. I = 0. Den Formcn II uuil III ontspringt 
die Gleicbung der Kegelflacbe in der Fom 

X^ 11^ z^ 

In dieser Aufzahlung sind alle diejenigcn Arten von Fliicbi^i] 
zweiten Grades enthalten, welcbe ein Centrum haben. 
Beispiel I. Tx^ -\- Gy^ -\- 5i* — iyz — ixy = 6. 
Die cubische Gleichung der Hiscrirainanle ist 

flji's — 18 «j,'2 + 99 aj{ — 162 = 0; 
ilie LiMtisfarmierte Gleicbung xeigt ein Ellipsoiij an, 
«' + 2!/' + 3j" - 2- 
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Beispiel 2. lla:^+ lOy^ + 6i^ — 12a;;/— 8j/j + 4;ar= 12. 
Hie eubische Gleicliung Jer Discrimiii.inle ist 

"'ii* — 27 a'li^ + 180 a'li — 324 = 0, 
die transformierle Gleicliung x^ -\- 2y* -|- 6z^ = 4, also ein Ellipsoid. 
Beispiel^, Ix^—Uy^ + %z^+2i.xy-{-l'iyz — 12zx<=^M. 
Die eubische Gieichuiig tier Discrlminante ist 

a ■* ^44«',| — 2058 = 0, 
<l e Irai sfo m erl Gle chu „ 

% + ^ ~3^^ = ±12, 
] h je d 1 I Zc cl Is letzten Gliodes ein einfachus oder eiii zwei- 
f cl es Hvpe I olo A 

Bp si el i 2% + 3j/^ + U^ + Qxy + 4y; + gj.r = 8. 
D e cub scl e Gleicl ung der Discriminante isL 

'*ii^ — ''«!! —3a',, + 20 = 0. 
IJie Kegel (let Voizeiclien von Descartes LeweisE, dass diesc Gleicli- 
ung awei positne Wmzein liat, indess die drilte negaliv ist; die gege- 
lieiie Gleichung repriisentiert dalier ein einlaclies Hyperboloid. 

87. Wir gelien nun zur Betraclitiing des Falles iiber, 
in welcLem .^44 = ist, Fiir denselben haben wir im Art. 69 
gesehen, dass es <tann unm6glich ist, durch Verlegung des Atj- 
Tangspunkles die CoerQcienlen der Glieder void ersten Grade- ziim 
Verschwinden zu bringen. Aber es ist offenbar glelcligiiltig , ob 
wir wie im Art 69 mil der Traiialorinalion zu einein iieuen 
Anrangspuiilit begmnen, uiii die Coeffirieiiteit von a., y, e auf 
Null zu reduiieien, oder ub vmi zuerst, nie »ir in difsem Kapitel 
getban, zu neueii Axen mit demselben Antang--piinkt ubergehen, 
um das von den Gliedern vom zweiten Grade gebildete Polynom 
auf die Form Ojj'a;^ -|- a^^ y^ -\- aggz' zu bringen; da fur J44 ^0 
die erste Transrormalion unmoglicb isr, so beginnen wir mit der 
zweiten. Fiir diese Transformation zeigt der Umstand, dass das 
absolute Glied der cubisclien Gleichung des Art. 83. gleich ^44 
ist, soforl, dass eine der drei Wurzein derselben, d. i. eine der 
dret GrSssen a,,', a.^^, a^^ gleicb Null sein muss, dass also die 
Glieder zweilen Grades auf die Form «ii'a:^ + «2sy reduciert 
werden k5nnen. Und zu demselben Scblusg fuhrt die fie- 
merltung, dass ^44 ^ die fiedingung isl, unter welcher das 
Polynom der GUeder zweiten Grades in zwei reelle oder imaginare 
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Faetoren zerlef,liai isl, uiiler wclcliei c <ii--o durli als (lit Suiihiil 
Oder Differenz zwupi Quadrate aiisgedrucbt werdin kann 

Auf diesem Wegp wird die allgememe Gleicbung in die roiiii 
V*' + ^.if + 2«„a. + 2a,,y + 2a,,z + «,, =0 
gebraclit uiid wir konnen danii diirch Uebergang zu eineni neuun 
Aiiraiigspunlit der CooiHlinaten die Coerficienteu von cc und y mit 
Hull identisch maclien, riicht aber denjeiiigeu von s, so dass die 
Gicicliuiig auf 

«„V + a,,Y + 2a,;z + a„- = 
reduciert wud III Dihuis ion dies i J iim bi iPt I ln^nde 
Fiille dar. 

I. Sei a^^ = I' Dit, GlcKhuiig iiilbdt daiin ' mrlil und 
reprascntierl dahei nacb Ai t 25 cmen f y 1 in d er , w elchei 
elliptiscb Oder hyperbolisch ist |e nadidem Rj, utid 02', 
dieselben oder verschiedcne Vot zcidii.n baben Dei Anlangspunkt 
der Coordiiialen ist un Gentium wcil die Glii-der \om eiilui 
Grade aus dei Gluthung ^eiichnuiidpu sind abei jedei Piinitt 
In der Axe der )i.jt offenhai dii> ti'imltcben Eigenscbafteti tind 
diesclbe wird daber als die Axe dis 4ylindeis bizeicbnet Die 
M6gliclikeit der Cviskn/ Linu gulden Lime in dei jedet Punki 
ein Centrum dei I laibc ist wnd dadiiKh angezeigt di'ss /ihlpi 
und Kenner dei fooidinaten di-- Cenliunis gleicbzcitife idenlisd 
verschwinden. (Ait 69 Anmerkung ) 

Wenn ausscr a^/ audi a^^' gleich Null wird, so degenenert 
diuFiadiein zwei reelle oder im agin are sich durchscbnei- 
dende Ebenen. 

II. Seiflgi'^O. Durdi eine Veranderung des Anfangspuiilites 
bringen wir das absolute Glied auf den Werlii Null und redude- 
ren also die Gleicbung auf die Form 

o„V ± «„V + 2o„'. - 0. 
Wir setzen zuerst voraus, dass das positive Vorzeichen 
von 0^2 gelte, und erltennen, dass die durdi Ebenen, weldie 
den Coord inaleneben en xz oder yx parallel sind, gebildeten Schnitte 
Parabeln, die Sdinitte von zur Ebene der xy parallden Ebenen 
aber Ellipsen sind. Man nennt daber die von ilir dargestdlte 
Fliicbe das elliplische Paraboloid. Dasselbe ist offenbar nur 
nach demeinen Sinne derAxesausgedehnt, weil der der 
El)ene z^k entsprediende Sdinittftn'ai^-j- «22V = — ^fca^i nut' 
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(Jaiin reell isl. wcnn die rechle Seite seiner (jleicliuiig posiiiv ist. 
Dai-nach miissen oj/ und k entgegengesetzle Vorzeichen haben, die 
Fladie !iegt also bei posiliveni a^/ ganz auf der negativen Seite der xy 
Ebeoe und fur negatives a^/ gaijz auf der posiliveii Seile der- 
selben. 

HI. Wenn in dei Gleichungsform des vorigen Fulles o^./ das 
negative Vorzeichen hat, so sind diejeoigen Schnille llyper- 
heln, welche von den zu xy parallelen Ebeiien gebildet werden; 
die Flatlie wird als ein hyperbolischcs Paraboloid bezeicbnet 
nnd man flndet wie vorher, dass sie in beiderlei Sinn unbegrenzl ist. 
Dcr durch die Ebene x;/ mit ihr bestimmte Schnilt ist ein Paar ven 
geraden Linien, zu denen die Asyniptoten der vorbezeicbneten Hyper- 
lielii parallel sind. Diesseits und jeaseils dieser Ebeue weclisein die 
hyper bolischen '>chnitte die tians\ersale und die conjugierte Axe, 
Die Form der Flache euiinett tn emeu Sattel 

IV. «2j' ^ Dann sind zwei Wuizdn dei (ubisrhen Gleiili- 
ung der Disciiminante gleith Null und die allgemeine (Ueicliung 
nitnml die Form 

a„V + Ha^'s + 2«,;= + «„ - 
an; und indem man die Axen der y und z in ihrcr eigenen 
Ebene verlegt, so dass die Ebene a^^'y + a^^'x = imd eiue 
zu ibr normale durch die Axe der cc zu Coordinateuehenen "er- 
den, reduciert sie sich weiter auf 

«„'«' + 2«,jV + «.„ ■- 0. 
welche nach Art. 25. einen Cylinder mit paraholisclier 
Basis darstellt. 

V. Wenu auch a^/ = 0, a^^' = sind, so wird die 
Gleichung a^^'x^ -\- a^^=^0 in Factoren zerlegbar und bezeichnet 
ein Paar von parallelen Ebenen. 

88. Die Ausfiihrung der Reduction der Gleichung 
eines Paraboloids auf die Form 

a,:x^ + a,,y- + 2a,_{z = 
wird durch die BomerJtung ahgekurzt, dass die Dis- 
criminante eine Invarianle ist, d. h. eine durch Trans- 
formation der Coordinaten nicht alteriertu Function*), dass sie 
also wie die Discriminante der schon reduciertcn Form auch fiir 



*) Vergl. „Vorle3ungeii" Artikel 72., 7*. 
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die allgemeine Gleichuiig gleich — «,/ a^^ a^p sein muss. 
Da nun cj,' und a^-l a's die bdden nicht verschwindeiidcn 
Wurzein der cubischen Glricliung bekannt sind, so ist audi Ogj' 
beliatint. 

Die Berechnung der Discriminante ferncr wird in 
ditsem Kalie durcli deiiUmstand erielchtcrt, dasa sic 
cin voliltommenes Quadrat ist*). 

Wir wahlen ein Beispiel; fur die Gleidiung 

5;.' - ;/= + ^^ + Qzx + 4a.j/ + 2a; + 4;y + 6^ = 8 
ist die cubisciie Gleidtung der Discriminante )fi — 5^^ — 14A = 0, 
ibre Wurzein also sind i = 0, 7,-2; man liat a;,' = 7, 
«j2 = 2. 

Die Discriminante ist in diesem Falle (a,^ -j~ "^"ji — ^o^j)^, 
also fiir die bier geltendenspeciellenWertlie (!,,, = 1, «j4 = 2, tf;)4=3 

4 
deicb 16; daher ist 14fli,^ = 16, «.,,' = — =^ und die red u- 

b . 31 JJ y^^ 

derte Gleichung 7 a:' — 2y'^ = —^. 
yli 
Obne die Eigcnscbaften der Discriminante anzuwenden, batten 
wir nach dem Verfabren desArl. 72. die den Wurzein der cubiscben 
Gleicbung 0, 7, — 2 entsprecbenden Hauptebenen bestimmen 
ni lis sen, 

^ + 2y _ 3j = 0, 4^ + J, + 2j = 0, 
X - 2>j -^ z =^ 0: 
wir batten, wdl die neuen Coordinaten respective normal zu die- 
sen Ebenen sind. 

4x + y+2z = X /2\, X ~ 2y ~ z ^ Y ]/G, 
a; + 2j< -- 3i = Zj/U 
zu setzen und x, y, z durcb die neuen Coordinaten auszudrficken, 
so dass die transform ierte Gleichung die Gestalt 

- o ,1 n . 24 a; -, /,;■ 8 r, 

7.' - 2y' + ^^ - 2, /6 - ^_= . _ 8 

erliall; sie geht endbch durcb Uebergang zu parallelen Axen 
durcb eincn neuen Anfangspunkt in die vorber angegebenc cin- 
fachste Gestalt fiber. 
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Wemi in (leni gewalilteii Bcispiel die Wei'the der CoeHtcieii' 
ten 0i4, «24' "34 "^'^ Relation a^^ -[- 2«j^ — 3034 = erfdllt 
Iiatleii, so verschwindet zwar die Di^criininante indenlisch, aher 
die Ruduclioii nird mit iinvermindcrLer LeiclitigUcit durcli die 
Bemcrkiing vollzogtn, dass nun die Glieder in x, y, z m der Form 

(4., + J + 2») + J (« - Sj ~ «) 
ausgedrutUt weiden honnen'; so dass z. B. fur die Cleichung 
bx'^ — if- + z'^ -^ Qzx ^ ixy -\- 2x -]r 2y ^ 2z = Q 
die I'orm 

(4... -h y -I- 2.)'- -[x^2y-zf^^ (4.T + i/ + 2.) 

- 2 [x - 2y - i) = 24 

entsjiL'ingl, welche durch die vorlier angegebeoe Transformation in 

21a:' — 6;/^ + 2a: (/ST — 2y /6 = 24 
iibwrgelit. Die letztc Reduction hat lieine Scliwieriglieit. 
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VI. K a p i t e 1. 

Ableitung von Eigenschaften der Flachen zwoiten 
Grades aus speciellen Formen ihrer Uleicliiingen. 



89. Wir wcriJeii nunmelir aus der Gleicluing 

einige Eigenschaften der centralen Flachen zweiteii 
Grades abieit.eii. Diese Ableitung' umfassl sowolil Eigensclial- 
ten dur ElUpsoicte als der Hyperboloide, wenii wii' die Vorzeicheii 
von 6^ und <? als unhestimmt voraiissetzen. 

Die Gleichang der l*olarebene des riiiikles {x, if, z) 
oder die der Tangeiitenebene, wenn dieser I'unkt der 
El ache angebort, ist nach Art. 63. 

^' _L. ^ + ?i _ ] 
„2 -t- f,i ^ ^2 — '■■ 

Die Norniale vom Anfangspunlit der CLiardiiiHleii 
auf die Tangeiitenebene in (oder die Polarebene von) 
(a-', y, z'] wird nach Art. 32. durch die Gieichung 



hestimmt, und die Winliei a, /3, y, weiclie sic mil den Axcn 
hildet, sind durch 



gegehen, wie man durch MulUplication der Gleichong der Tan- 
gentenebene mit p und Vergleichung mit der Form der Gleicbung 
der Ebene 
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X COS a -\- ij COS § ~\- z COS y == p 
am leichtesten erkeiml. 

Wir koiinen aos den vorigen Gleichuiigen audi eineii Aus- 
(Iruck ffir die Lange der Normaleii in Fuiiclion derWin- 
liel erhalteii, welclie sie mit den Axen bildel, ijamlich 
p' = B^ cos^ H -f- 6^ cos' |3 -|- c' cos* y. 

90, Man soil die Bedingung fiuden, unter weicher die 
E b e 11 e 

ga. + W + f * + <>■ = 

die F I a € li e b e r ii Ii r t. 

Die Zusaiiimenstellung dieser Gleicliiing mit der der Tangcn- 
tialebene 

a' ^ b^ ^ c^ 
iiefert die Relationeii 

.•^■. = _ ^, I _ __ ^, L '^i 

mid dainit die geforderte Bedingung in der Form 

Auf demselben Wege crMIt man als die Bedingung, unler 
welcher die Ehene 

^x + ,j^ + ri = 

den Kegel 

^2 .,1 .2 

berflhrt, 

H'ie auch als specieller Fall des Art. 79, hatte gefimden werden 
k6nneD. 

91. Die Normale der Flaclie ist eine im Berfliirungs- 
piinkte auf der TangentenebeHe erriclitete Perpendi- 
culare. Ilive Gleichiingen sind offenbar 

a? 6' c' 

-^[x-x)==j[y^ y] = -^,- iz^z-). 

Wenn wir den gemeinschaflliclien Wertli dieser Ausdriicke 
durch ii bezeiclmen, so ist 

, _ nx' , __ Ry J __ Rz 
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und wir flnden durch die Addition der Qiiudrsle dieser Wertlie, 
dass die Lange der Normale zwistlipn (tc', y , z) und dem be- 

liebigen Punlite (a:, y, z) in ihr = + - ist. Wahlen wir den 

PunkI {ce, y. i) als dea Scbnittputikl der Normalen mit der Ebene 
xy, so isl T ^ und die leizLe der drei vorigoii Gleidiiingeii 
giebt B* = — c^, so daas der zwisclien dem Beriilirungspuidil 

und der Ebene xy gelegene AbschuitL der Normalen durch — 



Aebulirbe Ausdrucke gelten fur die bis zu den 
Ebenen j/?, zx gemessenen Ab&ebnilk'. 

92. Die Summe der (Juadrale der reciproken Wertbe 
von Irgend drei zu einander rechtwinkligen Ditrch- 
messern ist constant. 

Diess folgt unmittelbar aus der Addition der Gleichungcn 
1 cos'a cos'^ 



cos- / 



p'2 — -^2 .+ --}j2--- 

1_ _ cosV' cos^£ cos^y". 
denn wegen cos^ a -}- cos^ a -}- cos^ a" = 1, etc. erbalt man 

pS -r ^-i -r ^"2 a2 ^ &2 ^ c^ 

93. In gleicber Weise ist die Summe der Quadrate 
der Normalen, welche man vom Centrum auf drei zu 
einander rechtwinklige Tangentenebenen fallenkann, 
constant. Denn die Addition der Gleichungen 

p'' = a' cos^ ft -}- 6' cos^ ^ -|- ''^ *^^^ y ' 

p'2 = (^,2 cQg2 (,' _J_ J2 (.og2 j3' _j_ ^3 ^(,82 y'^ 

^"^ = fl^ cos^ ft" 4- 6* co9^ |5" "l" c' cos^ 7" 
zeigC es. In Folge dessen ist der Ort des Durchschnitts- 
punktes von drei zu einander recb twinkligen Tangen- 
tenebenen ejne Kugelflache; denn das Quadrat seines Ab- 
standes vom Centrum der Flache ist der Summe der Quadrate 
der drei Normalen gleicb, d. h. = o^ + 6^ + c^ 

94. DieGleicbung der dem Dirrchmesser des Punk- 
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tes {x, y, z") (ier Flache coiijiigierLeii Diametralebene 

5" + ?" + 3" ^ ^' ''^'■^' ''^■^ 

sie ist Jilso dnr Taiigfiritcnebene in (Ucsiini I'liiikto [la- 
rallcl. 

Weil jeder in der Diameti-alebene gelegcne Durchmcsser deiii 
Ducchmesser des Punktes (x, y, z) conjugieit ist, so werdeu 
die Richtungscosinus zweier beliebigcii conjugierteii Diu-chraesser 
diircli die Relation 

cos c cos k' cos (3 cos ^' cos y cos / 

verbunden. . Da diese Bedinguitg durch die Substitulioii von 
ka^, kh"^, kc^ fijr a'-, b\ c^ nichL gestfirt wird, so sind zwei 
gerade Linieii, welche fiir eiiie Flachc 



conjugierle Durchmesser sind, aiich sniclie fiJr jede 
ahnliche Flache 

$+S + 7^ = *- 

Und fur A = erkenncn mr, dass jede Flache mit 
ihrein Asjmptotenkegel gemeinscliai'tliche Systeme 
conjiigierter Durchmesser hat. 

Nach Anatogie der in dcm Fallc dcr Kegelschnilte angewen- 
detcn Methoden konnen wir die Coordinaten irgendeines 
Punlites des Ellipsoids durnh a cos I, b cos fi, c cos v be- 
zeiehnen, wo 1, ft, v die Richtungswinkel einer geraden Linie 
d. h. durch die Relation cos^ I -{- cos^ f* + cos' v =^ 1 verhun- 
den sind. Dann sind die geraden Linien, welche zwei conja- 
gierten Durchmeasern entsprechen, rechtwinklig zu einander; denn 
fCir cos H = « cos A, cos «' = n cos X', etc. wird die letztge- 
schriehene Relation 

cos X cos k' -\- cos ft cos f*' -j- cos V cos v = 0. 

95. Die Summe der Quadrate von drci zu einander 
conjugierten Halbdurchmessern ist constant. 

Dcnn das Quadrat der Lange eines Halbdurchmessers 



y Google 



Conjugiei'te Diil'thiii' 



107 



.V + 2/'' + z'^ ist in Funclion von I, ft, v 

It' cos^ A -|- 6' cos^ fi -|- c^ cos^ v 
iiiid (lie Addilion dieses Ausdrucks mit den beiden aiialogfiii Werllien 

«^ cos' J.' + 6'^ COB* fl' -|" *^* *^**'''' "' ' 
o'^ tos^ i" -f- /i'' cos^ ft" -\- c^ cos' v" 

giebt a' + ^^ + '^^ ^^"'^ ^' i"' "' ^t(^- "^'6 Rictilungswinkel von 
(irei geraden Liiiieii sind, deren jede aiif den beiden andern 
rechtwinklig ist. 

96. Das Parallelepiped, dessen Kanlen dref coii- 
jugici'te Halbdurchmesser gind, hat cin eonstantcs 
Voliimeii. 

Denn fiir x, y, z\ x", y'\ ;"; x", y". z" als die Cooi-di- 
iiateii der Endpiiokte der drei Durchmesser ist nacii Art.Sl. das 
Volumeii des Parallelepipeds 



ahc 



cos X , cos ft , 

cos t , COS fi' , 
COS 1" , COS fl". 



wo der Werth der letztgesclirlebenen Determinante iiacli der An- 
merkiing des Art. 31. der Einbeit gleich ist. 

Wenn a, b' die Axeii eines ebeiien Centralsclinittes sind 
und p die vom Anfangspunkt auf die zu ilim parallele Tangenten- 
ebene gefallte Norniale bezeichnet, so ist ab'p = ahc; denn j'ur 
c als den Halbdurchmesser des Beriilirungspunktes und fflr 6 
als den von ihm mit der Normale gebildeten Winkel ist das 
Voiumen des Parallelepipeds der drei conjugierten Durchmesser 
a, b\ c gleich a'b'c cos 0, was wegen c cos S = ^ in den ge- 
gebenen Werth iibergeht. 

97. Die so ebcn gegebeoen Satze konneu mit Leich- 
tigkeit auch aus den entaprechenden Slitzen [Or Kegei- 
schnitte abgeleitet werden. 

Denn wenn wir irgend drei conjugierte Durcbmesser a, b', c 
betracJiten und den Durchmesser, in welchem die Ebene a'b' die 
Ebene xy schneidet, mit J, so wie den ihm conjugierten im 
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Schnitt ai} mil C bezeichnen, so ist J? -\- C^ = u"' -\- b"^, iinti 
daher a"" + 6'* + c'^ = ^' + C^ + c'^ 

Da fei'iiLT A in der Ebeiie a^j/ ist, so wird fur B als den 
zu J conjiigierten Durchmesser in dem durch diese Ebene gebil- 
deten Schnill: die zu A conjugierte Ebene nothwendig die durch 
B und die Axe c gebende Ebene, und C, c sind daher conjugierte 
'Durchmesser desselben ScbniUes wie B und c. Daher hat man 

^2 + C^ 4- e'2 = ^' + £2 4- c=, 
und da endllch A"^ ^ B"^ =^ a^ -\- b"^ ist, so ist damit der SaLz 
bewiesen, Ganz analoge Schlusse beweiseri das auf die Parallel- 
ejiipede beziiglichc Theorem des vorigeii Arlikels. 

Wir konnen aberuberdiessdiebezeichnetenSatze 
auch dadurch beweisen, dass wir, wie in der Anmer- 
kiing des Art. 82. angedeutet ist, die Jtelalionen ent- 
wickeln, welche fiir die Transformation des Ausd rucks 

in schiefwinkiigen Coordinalen zu item auf reclitwiii- 
klige Coordinaten bezuglichen neueu 



statLfinden, Man findet dicselben wie folgt: 

«^ + 6^ + c^ = «-2 + b-^ + c'l 
jV^ + c%^ + a^b^ = b'^c'^ sin^ i + c'%'^ sin^ ;* + a%'^ sin^ v. 
a'^b'^c^ ^^ a"^b'^c'^ (1 — cos* J. — cos* ft — cos^i'-j-2cosicoSficosi'), 

Die ersle und letzte dieser Gieichungen gebcn die vorher 
erhaltenen Satze, die zweite Ton ihnen driiclEt aus, dass die 
Summe der Quadrate der von drei conjugierten Durcli- 
messern in Paareo gebildeten Parallelogramme con- 
slant ist; Oder dass (lie Summe der reciproken Werthe der Nor- 
malen zu den Tangentialebenen in den Endpunkten von drei con- 
jugierten Durchniesseni constant ist, 

98. Die Summe der Quadrate der Projectionen von 
drei conj-ugierten Durcljmessern auf cine beiiebigc 
gerade Linic ist constant. 

Wenn wir voraussetzeo , das die bezeichnete Gerade die 
Winkel k, j3, y mit den Axen bildet, so ist die Projection des 
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iiii IViiiklP {.T, y, z] eiidigeutlen Halbdurclimessors aui' dieselhe 

x cos (c -f- J/' cos ^ -|- z cos y 
oder nacli Arl. 94, 

a cos I f.ai a -\- h cos fi cos ^ ~\- c cos v cos y. 
Aiif dieselbe Wcise ei-lialt man die ProjecLioncn dfi' beidcii 
atiikrn Durchmesser in der Form 

a cos l' cos a ■\- h cos (i' cos |3 -|- c cos v cos j', 

« MS A" cos K -|- fe cos ft" cos (3 -|- c cos v" cos y , 

und durcii Qtiadnereii unci Addieren dieser Aiisdriicke eiitsloiit 

a' cos* u -\- b'^ COB- ^ -|- r'^ cos- 7, 
zuin Beweise dcs aiisgcsproclienen Satzes. 

99. Die Sutiiine der Quadrate der I'rojeclioiieii von 
irgend drei conjugiei'ten Diirclimessern aiif eiiie he- 
liebige Kbcno ist constant. 

Sind d, ^, d" die drei betracliteteii Durchmesser, S, 6', S" 
die von ihiien iiiit der Normale der bezeicbneten Ebene gebil- 
deten VVinkel, so ist die Summe der Quadrate ilirer ProjecUonen 
durcl] (P siii^ S -j- (/'' sin* fi' -{- d'"^ sin^ &" ausgedruckl, und sie ist 
constant, M'eil nach dem letzten Art. iPf.fi%^'^^d"^f,o&'^^ -{-(t"^cn'&'<i" 
und nach Art. 95. rf* -\- d'^ -\- d"^ constant ist. 

100. Man soli deii Ort des Durclischnittspunklcs 
von drei Tangentenebeiien besliminen, wciclio die 
Endpunkle von drei conjugicrtcn Durchmessern zu 
ibren fieruhrungspunkten haben. 

Die Gleichungen der drei Taiigentenebenen sind 
a: cos i . ;/ cos f( i cos v , 

X cos X y cos ft z cos n' _^ . 



Die Addition ihrcr Quadrate giebt die Gleichung dcs frag- 
lichen Orles in der Form 
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101. Die Langcii ilerAxencines (lurch tl as Centrum 

gehenden ebenen Quersclini tts zo finden. 

Man kann ieicht die quadralisclie Gleichung bilden, deren 
Wui'zein die reciproken Werllie der Quadrate dieser Axen sind, 
wenn die Summe und das Product dieser Grossen gegeben sind. 
Sind nun a, §, y die Winkel, welche die Nnrmale der gegelienen 
Ebene mil ilen Axen bildet, nnd bezeiclinet J? den durcli die 
Flache des Ellipsoids in ibr beslimmlen Abschnitt, so haben wir 
nach Art. 92. 

„'■; ^ y-i n- pj „j -r ^^ -r ^'i 

also 

]1 f ^ I. ^ j_ ^ COS^K ros^/3 cos'^y'N 

wahrend nacii Art. 96. 



isl. Die fragliclie quadralisclie Oicicbuug ist daher 
1 1 /sin^« , sin'^ sin^^iX cos'a cos-)3 cos-;' 

iinil sie liann, wie Ieicht erkannt wird, aucb in der Form 
(j^cos're 1^ 6*cos*(3 ^^ c^cos^y „ 

geschrieben werden. Man erbalt dieselbe audi aiis den ini nTicli" 
sten Artikel zu entwickeinilen Grundsdtzen. 

102. Diirch einen gegebenen Radius OR einer cen- 
tralen 1'' I ache zw ui ten Grades kann im A llgemeincn eiii 
Scbnitt gelegl. werden, i'iir welchen OR eine Axe ist. 

Wir besclireiben niit OR als Halbmesser eine Kugelfl^cbe und 
denken einen Kegel, der das Cenlrum zum Scheitel und den Durch- 
schnilt der gegebenen Flache und der Kugel zur Leitcurve hat. 
Eine durch den Radius OB gebende Tangentenebene dieses liegels 
bestiinmt mit der Flache einen Querschuitt, welcher OR zur Axe 
hat. Denn in demselben ist OR dem nachstfolgeiiden Radius 
gleich, da bcide Halbmesser der niimiichen Kngel sind, und ist 
somtt ein Maximum oder Minimum unler den llalbmcssern des' 
Schnittes; wahrend die Tangente des Schniltes im I'unkte R zu 
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OS normal isl, weil sie audi der Taugcnteiiebene der Kugel an- 
geliorl. OB ist iJaher eine Axe <Jer StIiniLtcurve. 

Die Gleichung des Kegels kanii gebildet werden, iodem man 
(lie Gleichungcn 

fi+f^ + ^-i. $+^ + ^;-i 

von einander subtrahierl; man erlialt 

Wenn die Ebene 

X cose; + y cos^ -]- z C0S7 = 
eine Axe von der Lange r ijesiUL, so muss sie diesen Kegel 
beriiliren iind die Bedingung, unter welclier diess staltfindet, ist 
nacL Art. 00. 

a} cos^ K 6' cos'' ^ 



b-'- 



- + - 



' = 0, 



d. i. die im letzLen Art. gefundene Gleichung. 

Nacli derselben Metliode konnen die Axon eines beliebigen 
Schnittes der durcli die allgcmeinere Gleichung 

«it^' + 'Hi.y'' -\- "33^' + ^a^aJ/^ + 2a,3sa: + 2a^.^xy = 1 
gegebenen Flache bestimml werden. 

Der diirch die Scbnitlcurvc derseiben mit der liiige! 

I {^2 + y2 _|_ ,J, _ 1 

besUmmte Kegel isl 

und wenn X den reciproken Wertli des Quadrats ciner Axe des 
Schnittes reprasentiert, welchen die Ebene 

a: cos H -|- ji cos |5 -|- z cos 7 = 
bestimmt, so muss diese Ebene den Kegel leruliren, desseii Gleich- 
ung so eben geschrieben wiirde. Nauh Art. 79. kann die Be- 
dingung, unter welcher diese Bcruhrung staltfindet, in der Form 



cos y 
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112 Sedietes K^ApLtol, Ai-t. 103. 

geschriebeii werden, welchc (iuech Entwicliiung die quadraLisclie 
Gleichung 

— 2a23 cos^ cosy — 2a,3 cosy cosor — 2«,j cosa cos^j 

4- 2 («,^ai, — «,ia^s) cos|3cosy + 2 («,j«a3 — «^jaJcos j-cosk 

+ 2(«,3«,,-~«3,«„)cos^r.os^ = 
ergiebl. 

103. Wir gehen /ur Untei'sudmng iler Frage weiler, ol es 
moglich ist, eiinj Ebeiits zh beslimineii, welche Hin 
gegebenes Ellipsoid in einem Kreise schiieidiil.. Nacli 
dem friiher gegebenen Beweis der Aehnlichkeit aller parallelen 
Schnitte (Art. 73.} genugt es, ScliniUe 7u be a 1 ten deren Ebe- 
nen durch das Centrum der Flathe gel e 

Denlien wir nun eioeii Centralsch tt le e i Rreis vom 
HaibmessDr r ist, nnd sei mit demselbe Ral se e oncentrisrbe 
Kiigel beschriflbfin, so ist nacli dem Vo ge 



die Gleichung eines Kegels, der das Centrum ziim Scbeitel hat 
uiid durch die Durclischnillscurve der FlSche mit der Kugel hin- 
diirchgeht. Ilabeii aber beide Flaclien einen ebenen Schnitt ge- 
mein, so muss diese Gleichung nothwendig zwei Ebenen reprS- 
sentieren imd es muss also eiiier der Coeriicienten von x^, y"^ 
Oder z^ in der vorigen Gleichung identisch verschwinden. Der 
fragiiche ebene Schnitt muss daher durch cine der tlrei Axen 
hindurchgeben. Fiir r = b verscbwiudet z. B. der Goei'ficient 
von y^ und man erhalt 



'(;^-4) + ''(^-^) + "(^~^)- 



■(^-^)+"&-i) = 



eiue Gleichung, welche zwei Ebenen des ItreisEormigen Schnittes 
repr5sentiert, die durch die yAxe hindurchgeben. 

Diese Ebenen werden leichtconstruiert, indem man 
in der Ebene der xz die beiden der Axe b gleichen 
Ilalbdurchmesser ziebt; jeder derselhenbesLimmtmit 
der Axe der y eine jener Ebenen. 

In derselben Weisekonnen durch jede derandern 
beiden Asen zwei Ebenen dieser Art gelegt werden, 
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aber in ilem Fa\le i]es Ellipsuids sind ilicse Ebcneii sammllidi 
imagitiar; denn in dc-r Ebene x^/ liann kein der Axe c gleicher 
Halbdurclimesser beslinimt iverden, weil der kleinste Halbdurch- 
messei' ibres Scbnilles = b ist; mid ebenso existiei't in der Ebeiie 
yt kein Halbdurcbmesser gleich a, niiU der griisste der Halbdnrcli- 
niesser ibres Scbiiiltes iiui' = 6 ist. 

Ill dcm Falle des Hyperboloids mit ciner Manlelflacbe ist c' 
negaliv uiid die durch die Axe a gebcnden ScbuiUe sind reell. 

Fi'u' (las Hyperboloid mil zwei Manteifladien sind b^ iiiul c' 
negaliv imd fiir r'^ = ~ c^ (vorausgeselzt, diiss b'^ kloitiiT isl als 
<■■-) criiallen wir die bciden leelleii ScliniUe 

Diese beideii durcb das Cenlrmii gelienden reeilen Eleneii 
sciiiieiden die Tlacbe nicbl, aber die iw ihnen jjaralleleii KbeiieLt 
sohneiden sie in Kreiscn. 

In j e (I e 111 Falle e r li a 1 1 e ii wir n ii r / w e i r c e 1 1 e d iir c h 
das Centrum gebende EbuLieu der KreiBsclniitlu iind 
den Systemen der zii ihiien parallelen Ebeiieii entspringen zwei 
vcrscliied'ene SysLeme von Krcisschiii tten der Fluebe. 

104. Zwei Fiaclien, in deren Gieicliungen die Coef- 
ficienlen von x^, y"^, ^ niir um eine Constantc dilTe- 
rieren. baben die niimliclien Kreissclinilte. 

Eb crliellt diess fur die Gleicbungeu 

Ax" + Bxf- -f- Ct^ = I 
[A + //] ^^ + (S + H) / + (C + 7/) i^ = 1 
iinraiUelbar aus iler Formel des letzten Aftikels. 

Man erkennt es audi aus den i'olargleichungun dieser Flii- 
dien 



-J- = ^ cos'' n + i; cos- |3 -f *-' cos- i- + -ff; 

aus deneii sofort erbelll, dass die Difl'erenz der Quadrate der re- 
dproken Wertlie entsprediender Radien vectoren beider Fiacben 
constant ist. Wenn dalier in irgend eineiii Quersdinitt der eincii 
Flacbe der Radius vector constant ist, so muss diess auch vom 
Radius vedor der andern gelten. 
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Die namliclie Betrachtiuig zeigt auch, dass jeJc 
ELeiic mit beiden Flachen ScliniUe von denselben 
Axen bestimmt, weil der grfisste und kleinste Werth des Ra- 
dius vector in heiden Schnitten den iiamlichen WerHiun vod cf, 
p, y entspricliU 

Die Ebenen der Kreisschnilte eiiies iiegeis sind 
daher die ii&miiciien wie die der allgemeiiien Flaclie 
zweiten Grades, fiir welche er asympLoLiscli isl. 

105. in zwei KreisscLniLte einer Flachc zweiter 
Ordnung, welclie versciiiedenen Systemen angehoi*eii, 
liegeii auf derselben Kugelflache. 

Die beiden Ebenen der SchniUe sind den durch 

«'(T-^)+"'(f-fU'"(^-f)=» 
reprasentiei ten Ebenen paiallel Da nou die Gleichiing ?«eier 
Ebenen sich von der Glcabting zweier Parallelebenen nur m dut 
Gliedern vom eisten Giade unteischeiden kann, so muss die Gleicli- 
ung der Ebenen zweiei beliebigen. hreissclinilte \on dei Foiin 



1 G! 1 111 El t D S ! t action diesei 

Gl I u I GI 1 d n i I 1 J ler Pmda dc 

S I It el r II g u n u u g 1 1 1 



1(11 I g Ifia 1 

106 tt I al n 1 I all [ 11 ie Sdinille einer 
II I z»e ten G ade ainl I Cu n nl Wen i wir eine 
Iteibe von Ebenen legen, nclche den ki eisschnilten 
der Plache parallel sind, so ist die Susserste dersel- 
ben die Tangentenebene von gleicber Stellung tmd 
diese muss daher die Elache in einem unendltcli klei- 
nen Kreise durehscbneiden. Man nennt ibren Berfih- 
rungspunkt einen Umbili cus. Nabel- oder Kr^i|^^^ktj 
Einige Eigenscbaften soldier Pnnkle wei'den spater ernahiit werden. 
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Die Coordinalen der reeilen Kreispuiikte konneii 
liier leicht beslimmt werden. Wir liabea in den ebenen Schiiitt, 
welcher die Asen a und c besilzl, einen der Axe 6 gleichen 
Halbd urchin esser eiiuutragen und die Coordinaten der Endpunkte 
des ihm conjiigierlen Diirchmessers zii fiiideii. Die fiii' Kegel- 
schniUe gultige Forniel t'* ^ a^ — e^x^ giebt auf iliesen Fall 

r — "' — ^"^ . u .0 — = f_z:L£! 

a' d' — c^ ' c^ a* — c^ 

Es existieren dalier in dem Falle des Ellipsoids vier reelle 

Kreispunkte in der Eliene xz und lier imaginare in jeder der an- 

dern Hauplebenen. 

107. Es isL niilzlich, an dieser Stclle anzugulicn, wie man 

ill derselben Art die KreisschniUe des durcli die 

Gleicbiing 



gegebenen Paraboloids bestimmen kann. 

Wir denken eiiien durch den Anfangspunkt der Coordinaten 
gebenden Kreisschnitt voni Radius r und eine ibn eiitlialtendo 
Kugel, die im Anfangspunkt der Coordinaten dieselbe Tangential- 
ebene i = iial, wie das Paraboloid, deren Gleidiung dahcr 
mdi \il 61 dit Fotni 

^ + i/' + " = ^"J4^ 

Inbeii nuis= Dei ion ibi mit item Piiaboioid beKliinnile Durcb- 
scbnitlskegel 1st diircli die Cleichung 



'{'-¥) + " (it',;) 



+ .» _ 



daige&lelll und diese lepiasenlieit znei Ebeneu. wenn eiiies ibrer 
Giieder verschwindet Diese beiden Ebencn sind reell in dem 
Falle des elliptisclien Paraboloids fiir ca^ = a*, weil dann die 
Gleicliung auf J^z^ = {a^ — 6^) t/ reduciert wird. In dem FallR 
des byperbolischen Paraboloids existiert hingegen liein reeller 
Kreisschnilt, denn die namlicbe Substitution bringt die Cleichung 
der beiden Ebenen auf die Form von imaginaren F'actoren 
^1^2 ip^^^! _[. i,5, yi _ 0. 
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Seclislea Kiipile]. Art 



Jlan liann aber i"iberhau|Jt leiclit zeigen, (hiss keiii eltener 
Sehnilt eines liyperboHsciien ParaboJoids due gesclilossenc Curve 
scin lianii: ctenn fiir seineii DiirchschnilL mit der Ebeiie 

s = Za; + in;/ + n 
nliu!li>n nil- die Projeclion aul' die Ebem! der xy liiircb 
^■_ _ '/_ ^ 2 (te + mi/ + n) 

ciargestellt, mid eikcniien (Janiit, dass dicsell)!^ iiol.luvondiH fine 
Ifypcrbel ist. 

108. Wir habeii geselien, dass fCr einen elliptiscben Cenlral- 
BcliiiiU alle paralleleii ScliniUe iilinliclie Ellipseii sitnl, iiiiil dass 
der Sdiiiilt der Tangeoteiiebeiie eine iinendlich kieiiie aliniicli<: 
Ellipse ist. In gleiclier .\rt mwssen, wenii der Centra!- 
schnitt eine Hyperbel ist, die ScbLiitte aller paralle- 
len Ebenen aiinlicbe Hyperbelii sein und der Schnitt 
der Tangentenebene muss sich auf ein Paar gerade 
Linien rediiciereii, welche den Asymptoten der Cen- 
iraibyperbe! parallel sind. Aus dep auf ein beliehlgw Sy- 
stem conjugiei'ter Durcbmesser bezogeneii Gieichiing 

ergiebt sich fiir den durch eine der a:z parallple Elieiin y == /3 
bestiinmten Sclinitt die Gleichung 

ii"' ~^ ?"- "~ ~ h"^ ' 
dieser Schnitt rediiciert sich also fiir den Wertii j3 = &' auf eiii 
Paar von geraden Linien. 

Solcbe gerade Linien kiinncn nur auf dem Ilypor- 
boloid mit einer Mantelflathe existieren, weil lur die 
Gleichung 

dip Tcthte Stiif, fut keiuLn reellcn >\ttth von . lerschwinden 
Itann Cs ist auch geemelnstb e^dent da'is eine gerade Ltnie 
nicht aiiF einem rihpsoid existieren kami weil dasselbe eiiie ge- 
schlcsene Thche ist, und nitht auf einem Bype(.boloid mit zvvei 
MantelflSchen ale ion wekhera kem Theil in dem zttischen ver- 
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scliiedenen Syslemen von zwei parallelcn Ebeneii eiillialtenen llauiite 
gelegeii ist, walireiij eine geracle Liiiie denselberi docli durcli- 
setzen muss. 

109. Wen 11 wir diu Gleichiing des Hyperljolcids mit 
einer Mantelflache in die Form 

Lringr,n, so liegt offenbar der Durclischni 1 1 der bei- 
deii El) en en 

(f^^)-(--i).'(:+:)-(' + i) 

ganz in der Flache deaselheii und wir crliallen darans 
I'iir verscliiedene Werllie von J,einSystemgeraderLi- 
nien in der Flache; wir erhalten ein zweites System 
solcher Ceradeii, indcm wir den Diircliscbiiitt der 
E b e 11 e n 

b etraclttcii. 

Oder in allgemeinerer Form: Wenn te^ ^ 0, a:, = 0, x^=^0, 
Xf = vier Ebenen reprSsentieren, so ist g,a;n == x^Xj d ie Glei- 
cliung eines Hyperboloids mil einer Manlelfladie, welches erzeugt 
werden kann als lier Ort der Systeme von geraden Linien, die 
durch die Gleiclinngen 

Xj = iiCj , Xx.j = iT , ; a-j = Lc^ , kx.^ = a'; 
reprascnlicrt sind. Wir rnerken an, dass die Ebenen, weiche als 
ihren Dnrciisclinitt die belracliteten Geraden erzeugen, entspre- 
cbende Ebenen zweier Biischel von gleicLem lloppelverhallniss 
sind, deren jedeni zwei von den vier Flachen des Fundamenlal- 
tetraeders und die nach dem Einheitpunht £ (An. 38.) gehenden 
Ebenen als enlsprechendc Ebenen angehoren; also {J^J^.JjJ.^E} 
und {A,A2.J^J^Ej oAev [A ^ J J.J^A^E} imA [J ^ J ^.A^A^E}. Ein 
HyperboioidmiteinerManlelfliiche kanndalier als der 
Ort der geraden DurchschniUslinien der enlsprecben- 
den Ebenen von zwei Itiischeiii von gleichein Doppel- 
verballniss angesehen werdeii. Wenn die Scheitelkantcn 
beider Guschcl sieh dnrchschneiden, so degeneriert das Hyper- 
boloid in cinen Kegel, der jenen I'unliL zum Stheilel hat, 
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In dem Falle der Gleichung 

konnen die geraden Linien der Flache audi durch die Gleichungcn 

£- = — cos e + sin fl, -- = -~ sin fl 4- cos S 
I'eprSseiUiert werdeii. 

110, Zwei belieliige geradt; Liniuu des Hyperljo- 
loids, welche zu entgegengesetzlen Systenieii gclioruit, 
liegen in derselben Ebene. 

Eetrachten wjr die beidon Linien 
a;, — iiCj = 0, iarg — a;^ = 0; x^ — I'x^ ^ 0, I'x,.^ — x.^=0, 
so sind sie beide offenbar in der Ebcne 

jt-j — ifljj -J- il'ic^ — l'x^ = 
cnthalten, weil diesis Gleicbung in jeder der Formen 
(x, — Ix.^) + I' (\x.^ — x^] = 0, 
[x^ — l'x^)+ I [l'x.^~ x^) = 
gi;schricbi!n word en kann. 

Es wircl in derselben Weise erUannt, dass kcin Paar von 
geraden Linien des Hyperboloids, welclie demselben 
System angehoreu, in einer Ebeue liegen konne; deun 
keine Gleicbung einer Ebene von der Form 

(*i — Xx.,) + k {!.x,, — X,;} = 
kann mit der andern Form 

{x, - I'x^) + // (A'.r, — x,,) == 
I'iii- vcrscliiedeuc Wertbe von X unJ I' identisch werden, 

Aufdem niimliclicn VVege sdieii wir, dass die beiden gera- 
den Linien 



■- = -- (los ip ~\~ sin ip, -- ^^ — sin <p — cus ip , 
nelche zu verscbiedenen Syslemcn gehdren, in der Ebene 
-^ cos -Jf (S + 91) + |- sin ^- (fl+ <p) = ^Cos^(a-g.)— sin4-(e- 
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etitlialteii sintl, Diese Ebiiiie ist parailel zu der zweiten Liuic il«s 
ersteii Systems 



aber sie enthalt sie nichl; vielmehr ist die Gleichung einer durcli 
<liese Linie gelieiiden und ziir vorigen paralleien Ebene 

?cosi(« + y) +|-si,ii(» + ») -.i-cosi(9^y)+sin.S((-5p), 

also im absoluteii Gliedc von jcner verschieden. 

111. Wir lialien gesehen, dass jede Tangeiitenebene des Hy- 
perboloids mit demselben zwei gerade Linien gemein hat, welcbe 
sich im BeruhruiigS|)iinkt durchschneideii, uad dass sie die Fliiche 
in keinem anderii I'unkte beruhit. Wenn wir durch eine 
dieser Geraden eine beliebige andere Ebeiie legeii, 
so schneidet diese die FlSclie nothweiidig in einer 
andern geraden Linie und beriilirt sie in demPunktu, 
in welcbem diese Linie jene erste durchschneidel. 

Uingebelirt eDthatt die Tangentenebene einer Flache in jedem 
Punkt einer geraden Linie derselben nothweiidig diese Gerade, 
aber es ist fur jeden andern Punkt dieser Geraden 
eine andere Ebcne, Wir erkennen die a le Betraci t 
der Fladie xip = yp, weiche die Line j tlalt nl 
q^ = 0, if> =^ Ebenen reprasenlieren — ob le ) le Be e 
ebenso gultig bleibt, wenn q>, ifi Functionei o bel eb j, u 1 ohe 
Grade sind. Wir bestinimen inittelsl de allgem e Gle 1 
der Tangentenebene 

(^ - X) v( + (i/ ~ y) v; + (^ - ^') vi = 

diejenige der Tangentenebene dcs Pnnktes x ^ y ^ 0, z = z 
und finden als ilire Gleichung xip = y^i, wenn ip und i//' die 
Itesultale der Substitulion dieser Coordinaten in die Polynome p 
i]> bezciclinen. OiTenbar variiert diese Ebene mit dem Wertlie 

In demFalle des Kegels gcstalten sicli diese VerhalUiisse 
andera, Jede Tangentenebene schneidet die Flache in nwei zu- 
sammenfallenden geraden Linien und in Folge dessen ist fiir allc 
Punkte derselben geraden Linie die Tangentenebene die namlichc 
und berubrt die FlScbe langs der ganxen Erstreckung dieser Linie, 
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Uiid allgemciaer, wcnii die Gieichung ciiier Flaclic voii derForiu 
,,p + y^t - 
isl, so ergiebt sicli genau wie vorlier, tlass die Tang en teiie bene 
in jedem Punkte der Linie xy mil x = zusammenrallt. 

112. Es ward im ArL. 108. gezeigl, dasa die beiden geraden 
.. Linion, in welchen die Tangenlenebene ein Hyperboloid schneidel, 

mil den Asymploteii des parallelen Cenlralsclmiltes von gleitbei- 
Riclilung sind. Da aber diese Letzleri'n offenliar dem asymptoU- 
schen Kegel der Flache angehSren, so isl jede gerade Linie 
auf einem Hyperboioid zu einer der Erzeugenden 
seines Asymplotenkegels parallel. Man erkennt aiich 
daraiis, dass nicbt irgend drei solcber Geraden zu der- 
selben Ebeneparalliil sein kSnnen, weil unter dieser 
Voraussetziing eine parallele Ebene durch das Cenlrum den 
asymploliscben Kegel in drei Geraden sclioeiden mttsste, wahrend 
derselbe docli nur ein Kegel zweiten Grades ist. 

113. Jede gerade [,inie des ersten Systems sclmeidet, wie 
wir beiviesen baben, alle geraden Linien des zweilen Systems. 

Dalier kann umgekehrt die Flache als durch die 
Bewegung einer geraden Linie er/eugt angesehen 
werden, welche eine gewisse Anzabl ie^lei gei^der 
Linien stels durchsclineidef) 

Wir bemerken zuerst, AAi^t die Bewegung einei geiaden Linie 
durch drei Bediugungen reoulieit bein mius, \tenn durch die- 
aelbe eine Flache erzeugt werden soil Denn da die Gieichung 
einer geraden Linie vier Constanten entiialt so wuiden vier Be- 
dingiingen die Lage derselben vollslmdig beiitinimen (Vergl. 
Art. 53., Beisp.) Durcli eine Bedingung wenigei ist dit Lage der 
Linie nicbt beslimmt, aber doch so begienztj dTis die Lime stels 
auf einer gewissen Ortsflache lipgen mu^s dcren Gltichmio man 
wic Tolgt bestimmen kann. Fui 

X = mz -\- p, y = m -[- q 



*) Man nennt eine Flache, tlie durch Bewegimg einer geraden Linie 
erzeugt werden kann, eine gemdliiiige oder Regelfl^che; dieselba 
heisst inshesondere developpabel oder abwickelbar, wenn jede 
erzeugende Gerade durch die nilchatfolgende geschnitten wird, und sie 
heiaet windaohief (Skew, ganche), wenn daa nicht derFall ist. Da.B 
Hypevboloid niit einer Maiitelflilehe gehiirt Bur letzteren, der Kegel 
und der Cylinder gehoren zur ersteren Klasse, 
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als die allgemeinen Cleiclmngcn der geraden Linie begriindeii die 
Bedinguagen der Aufgabe dm ttefatioiien znischen den Constan- 
len m, n, p, q; zivisclien diesen Relalioneii iind den beiden Gleich- 
ungen der geraden Linie als Tonf Gleieliinigen kann man die vier 
GrSssen m, n, p. q eliminieren und die dadurcti erbaltene Gieicli- 
ung in X, y, s. ist die Gleicbung des gesuchten Oi'les. 

Oder wir scbreiben die Gleichiingen der geraden Linie in 
der Form 

a^ — ■^' ^ y — y ^ z — z 
cos « cos ^ cos y 

iind erhalten aus den drei Bedingungen drei Reialionen zwischen 
den Conslauten x, y, z\ci, §, y\ eliminieren wir dann zwisdien 
diesen die Grossen a, /3, y, so ist die residlierende Gteicbun^ 
in X, y, z die Gieichuiig des fragliclien Ortes, well [x\ y, t) 
einen beliebigen Punkt der geraden Linie bezeichnet. 

Wir sehcn daraiis. dass die Aufgabe eine vSllig 
beslimmle ist, welcbe verlangl, eine Flache zn fin- 
den, die durch eine gerade ISngs drcier fester ge- 
raden Linien*) sich bcwegende Gerade erzeugt wird. 
Dcnn indem ^^'ir nach Art. 42. die Bednignngen ausdmcken unter 
wekhen die bewegliclie jede der festen Geraden scbneidet, ei- 
halten wir die drei nothwendigen Rel^tionen zniscben m n p,q 
Wir erltennen auch auf geometriscbem \Aege das* die Bewegung 
der geraden Linie durcb die gegebtnen Bedingungen lollalandig 
geregelt ist. Denn eine gerade Lime isi vollslandig bestimmt 
wenn sie durch einen gegebenen Punkt gelien und zwei feste ge- 
rade Linien scbneiden soil, well dei feite Punkt mil jedei dei 
beiden geraden Linien eine Ebene bestrmml und dei Durch«chnill 
dieser Ebenen die fragUche Gerade ist Wenn sich nun dei Punkt, 
durch welchen die gerade Linie gehen sol! cellist langs einei 
dritten festen Geraden bcwegl, so eihallenBii der stetigen Reihe 
seiner Lagen entsprecliend eine stelij^e Reilie mn oeiaden Linien 
deren Verelnigung die OrtsOScbe bildet. 

114. Wir gebeu Iiiernacb an die Losiing der geslellten Auf- 
gabe: Die durch eine bewegte von drei festen geraden 
Linien slcts gescbniltene Gerade erzeugle Flache zu 
b e s t i m m en. 

Zur mftglichsteii Abkflrzung der Arbeil untersuchen nirznerst, 



*) Oder auch Curyen beliebiger 
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welche Walil der CDordinateoaxen am meisten geeiynet ist, die 
Glcichungen der festen gcraden Linieii in der moglichst eiiifacli- 
sten Form zu geben. Wir erkerinen sogleich, dass es am passend- 
sten sein muss, <lie Axen respeclive parallel den drei gegebeneti 
geraden LinJen zu wahleti — eiue Wahl, die nur in dem beim 
Byperboloid mil einer Mantelflaclie nach Art. 112. nicIil mi)g- 
lichen speciellen Fatle niclit getroften werdeB kann, wo die drei 
gegebenen Geraden einer und derselben Ebene parallel slnd; wir 
wollen dieseni Palle im nachstcn Arlikel eine besondere Unter- 
suchung widmen. Dann kann nur noch die moglichst symmetrische 
Lage des Anfangspunkles der Coordinateii fraglich sein. Wir er- 
balten aber ein Parallelepiped, von welchem die gegebenen Linien 
Kanten siiid, wenn wir durch jede der drei geraden Linien Ebe- 
nen legen, welclie den jedesmaligen beiden andern parallel sind 
und erkennen im Cenlrum desselben jenc m5glichst symmetrisclte 
Lage des Anfangspunktea; die dutch dassclbe gchenden Parallelen 
zu jenen Geraden sind die Coordinatenaxen. Wenn ■ 

die f.leicbiingen jener drei Paare von Ebcnen sind, sowerden durch 

die drei feslen Geraden re pr a sen tier t. Die Glcichungen einer die 
beiden eiaten von ibncn durchsclineidenden geraden Linie sind 

.- + ^ - i fe -»).«-«-(.(» + »). 

und dieselbe durcbscbneidet die drilte, wenn c-f-fia + A6 = Oist; 
die Einfubi ung der Werthe von I und jt aus den vorigen Gleicb- 
ungen giebt 

c {x + «) [y - b) + a {y - h) [z -- c) + b [z + c) (;. + «) = 
oder dnrch Reduction 

ayz + hzx + CX,l + ahc -^ 0. 

Durch Auwendung der Krilerien dos Art. 85. erkennen wir, 
dass dieae Gleichung ein Hyperboloid mil einer ildantel- 
flache reprasentiert, wie auch scbon daraus geschlossen wer- 
den kann, dass sie nach der Voraussetzung vine Regetfllicbe und 
nach ihrcr Form eine FlSchc zweiten Grades mit Centrum he- 
zcichnet. 

Die Auflosnng der Aufgabe kann sodaun auch in folgender 
Form gcgeheu werden. 
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Den Gleichungeii der beweglicheii Geraden 



enlspreclien ala Bedmguiigoii des DurchsdiiiiUs mil den fasten 
geradeii Ldtlinien 

y-^b^z'+c z — c^x + a -c' - a ^y + b 
cos |3 cos y ' cos y cos « ' cos « cos § 
Durch die Multiplicalioii dcr Gleicliiingen eliminieren wir 
K, §, y und p.rhalten die Glcichung des Ortes in der Form 
[x - «) (^ - 6) (. - c) = (^ + a] (y + &)(. + c) 
odcr (iurcli Reduction ganz wie vorlier 

ayt + 6^x -I- cxy + ahc ^ 0. 
Eiue andere allgemeine Losung des Problems ist 
diese: Man denUe die beiden ersten geraden Linien als Durch- 
schnitte der Ebenenpaarc 

x^ = 0. x^ = 0; a^3 = 0, x^ = 0; 
so lionnen die Gloicbiingeii der dritteii in der Form 

Xi = Ax.^ 4- Bx^. x^ = Cxy -f J)x^ 
(largestellt werden und die bewegliche Gerade hat als gemeinschaft- 
liche Transversale fur die ersten beiden Linien die Gleichungen 

Die Substitution dieser Wertlie in die Gleichung der dritlen 
liefert die Bedingung, unter welcher sie aiicii von dieser geschnit- 
ten wird, in der Form 

A^ ^ B ^ I {Cfi. + B), 
und die Elimination von I und ft zvrischen dieser Gleichung und 
den Gleichungen der bewegiichen Geraden giebt die Gleichung der 
Ortsfiache 

• x^ {Ax, + Bx,) = X, {Cx^ + Bx^). 

Eine dritte aligemeine Losung ist endlich folgende: Sind 
iirt'". Pik'-^K Ptt'^' (lie je sechs Goordinalen der gegebenen Ge- 
raden respective und bezeichnen wir abliiirzend mil {pn' Pii' Pad 
die Determinantepi2W[p33'^p3i<^i — PWi*si'^'] + ^^'^- ""*^ analog 
in den andern Fallen, so erhalt man als die Gleicliung des durch 
die drei gegebenen Geraden bestimmlen Hyperboloids 
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\-'»'2'^4{{PsiPnPai)—(p2sP3iPu)}+'«s^t{iPnPnP-ii)MP2sPuP2i^} 
\-'^i^4{iPnP2aPii)—{PstPnP2ii}-\-^i^2{iPszP3tPu)MP-iiP2iP3i)}= < 
115. AuB der im Art. 109. auseinander gesetzten allgemeiiien 
Theorie erlielltj Jass das hyperboloidisclic Paraboloid 
auch gerade Linien ciittialt, die ganz in der Fliichc 
liegeii. Denn die Gleicliutig 

x^ «■' z 

~2 - Y2 = ^ (Art. 87.) 

ist ill der allgemeiiien Form x^x^ = a:^a:^ entlialten und die 
Fladic cnlljjilt daher die beiden Systeme von geradeii Linieu 



e + r) 



Diese beiden Gleichungen zeigeflj dass jede der geradeii 
Liiiieii in der FlSclie parallel zu der einen oder der andern der 

beiden festen Ebenen 

5 + » _ 

a -'" b 
sein muss, und diess bezeicbnet eine ivesentliche Verscbiedenheit 
zwlschen den geraden Unien des Paraboloids und denen des Hyper- 
boloids. (Vergl. Art. 112.) Im Uebrigen wird, wie im Art. 110. 
be»'iesen, dass jede gerade Linie des einen Systems jede des an- 
deru durcliscbneidet, wahrend zwei gerade Unien des namlicben 
Systems sicb nicht durchscbneideu. 

Wir wenden uns biernach zur AuflSsung des umgebehrten 
Problems, d.h. zur Bestimmung derjenigen FlSclie, welcbe 
durcU eine langs dreier festen zur nSmlichen El)ene 
paralielen Geraden fortbewegte gerade Linie erzcugt 
wird. Wir denken die Ebene xy als parallel den drei festen 
Geraden und die Axen x und y insbesondere als parallel den 
beiden ersten itntcr ibnen, so dass ihre Gleicbuagen sind 

Dann sind die Gleichungen einer die beiden ersten sclinei- 
denden geraden Linie 

^^ i.{z - a), y ^ f. {z ~ b). 
und diesclbe durcbsclineideL zugleicli die drilte, weiin 
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A [c - «) = mft (C - b) 
ist. Daravis enlspringt als die Gleiclimif,' lies Ortes 

{a - c) X {z~ b] = {b ~ c) y [z - «), 
welclie tin liyperbolisclies Paraboloid repr.isenlicrt, well das von 
den Gliedern zweiten Grades gebildele Polynom in zwei reelle 
Facloreii xerlegbar ersclieint. 

!n deraelben Art kiinned wir die Flache untersuchen, 
welche diircii eine gerade Linie erzetigt wird, die bei 
ilirei' Ifewegung langs zweier fester Geradcn eiitef 
I'estcn Eheiie stels parallel bieibl. Slnd jene Linien (iiircii 

uiufisl die fesle Ebeiie dureii 

X cos cc -\- y COS p -j- z cos y = js 
dargesteilt, so sinil dieGleichungen einer gcmeiiiscbaftlieUeu Trans- 
versale jener beiden 

»._»(«- «), •> -('(• + '•). 

und die [tedingiing ibres Parailelismiis init der fesleii Ebene ist 

cos y -\- X cos « -j- |ii cos ^ = 0, 
so dass (lie Gleichung des fraglicheii Ortes in der Torm 

COB y [z-^ — a^}-\-co cos a [t + «) + y cos ^ (^ - «) = 
erhalten wiril, welche ein byperboltsches Paraboloid darstelK, iviil 
das Polynom der Glieder vom zweiten Grade in ^nei reeJIe Fac- 
toren zerfallt. 

Ein hyper boliscbes Paraboloid isl die Grenze 
eines Hyperboioids mit einer Mantell'lache, fiir wel- 
ches die erzeugende Gerade in einer ihrer Lagen gaiiz 
in uneiidlicber Entferniing liegt, wie sicb diess aiicb 
schon aus dem Parallelismus derselben zu einer feslen Ebene er- 
giebt, als deren unendlich enlfernte Gerade jene Lage betracbtet 
werden kann. 

Wir sahen im Art. 108., dass eine Ebene elne Flache zwei- 
ten Grades berQhrt, wenn sie sie in znei reellen oder imaginaren 
geraden Linien schneidet und im Art. ST., dasa ein Paraboloid 
durch die unendlich enlfernte Ebene in zwei reellen oder ima- 
ginaren geraden Linien geschnitten wird; wir schhessen daraus, 
dass jedes Paraboloid dnrcfa die unendlich entfernte 
Ebene beriibrt wird. 
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116. Vicr geraile Linieii ties einen Systems bcBtini- 
inenin alien gera (1 en Erzeugenden des and ern Systems 
Punktreilien von gleichem DoppelYerhaltiiiss. 

Denn durch jene vier Geraden iind eine sie alls durcUschoci- 
dende funfte werden vier Ebenen let nt welche ein Biiscliel 
bilJen ; daher wird jede andere j ne v er d chsclineidende Gerade 
in constantem Doppelscbniltverl alt ss ^etlie It. fArt. 37.) 

Wenn umgekehrt zwei ei a der cl t dirchscbneideiide ge- 
rade Linien in Reilien von Pu 1 tp projectivisch d. i. nacb 
gleicbem Doppelvedialtniss (bomograpbisch) gelbeilt werden, so 
aind die geraden Verbindungslinien entsprecbender Punkte beider 
Reihun Erzeugende eines Hyperboloids mil einer Mantelflache. 

Wir slelien die beidengegebenenGeradendurchfl;| = 0, x^=0; 
a7j 1= 0, 0:4 = dar und denken sie durcb die feste'Gerade 
iCi ■= i,'x^, x^ ^ (i'x^ gesdinitten; dann muss, damit eine be- 
liebige andere Linie a^i = Xcc^, x^ = jix^ projectiviscbe Tbei- 
limgen in ihnen beslinime, nacli Art. 57. der „KegelschniUe" die 
Relation Aft' ^ I'n erfullt sein. Aus der Elimination von I zwiscben 
den Gleicbungen a:, = Ix^, X'x^ = (i'Xx^ folgt aber als Gleicbmig 
des Ones die Gleicbung i'a^jicg ^ n'xjX^, 

117. In demFalle des liyperboliscben Paraboloids 
scbneiden alle gerade Linien des einen Systems die 
des andern in eineni constanten Verbaltniss. 

Denn da die Eizeugenden alle deisetben Cbene paidllel smd 
BO konuen wir duicb irgtnd drei \ a ihnen Parallelen zu diesei 
Ebene legen und dei Sal7 den nir au'isprecben eigiebt sicb aus 
del elemenlaren \\abibpit das iUl geraden Linien wdrhe diei 
paiallele Ebenen srbneiden vm ilinen in rfnstanteni Verhaltniss 
getheilt t^eiden 

Man scblieii'it ibn audi aus dei Existen? einei ganz m tinend 
liclier Entreinimg liegenden Crzeugenden ni jedem der beiden 
Systeme denn lua ihr eigiibt «idi das^ in den projectivisdien 
Tbeilnngen netcbe die Iinien des neuen Systems nur denen des 
andern bestimmen die unendlicb enirernten Punkle cinander ent 
iprecben nacb der Natui de*! Doppeherbaltnisse^ lediicieit sicb 
dasselbe dddurcb auf em einfarbes Vcibaltnis 

\^<.nn iim^ekebit zviei begrenzle enidndei lucbt 
scbneidende gerade I-inien in gleiclie Au/atilen glei- 
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cherTlieile getheilt werden, so sind ttie geradenVcr- 
bindungslinien entsprechender Punkle beider Thei- 
luijgen die Erzeugenden eines hyperbolischeii Para- 
boloids. Man hanii biernach, wie auch in dem Falle des 
llyperbolmds mit einer Mantelflache, die Porm der Flaclie leicbt 
diiruh gespannte FSden <lein Auge anschaulich maclien. 

Dm diess hinsichilich des hyperbolischen Paraboloids direcl 
zu beweiseo. denken wir die gerade Linie, weithe zwei fentspre- 
chende Endpunkle iler Geraden verbindet, als Axe der x und 
die Axen der y und der x als eben diesen Geraden parallel, 
ziigleich so, daas die Ebene xy die Enlfernung zwiscben ihiieii 
halbiert. Sind dann die Langen der gegebenen Linien a und 6, 
so sind die Coordinaten zweier enlsprecbender Punkte 

und die Gleicbimgen der diese Punkte verbiiidenden Geraden sinU 



so dass durch EUmination von fi zwiscben ibnen die Gleichung 
der Ortsilache in der Form 



.(.+«)C + 



bervorgelit., die in der Tbat eiii bypcrbolisches Paraboloid repra- 
sentiert. 

118. Man sol! die Bedingungen linden, unter de- 
nen die allgcmeine Gleichung eine Umdrehungsflacbe 
darstelU. 

In liiesem Falle kann nach Art. 84., 85, die Gleicbung der 
Flacbe, sofern sic zu den Centralflflchen geborl, ;iiii' die Form 

£:+|! + i',„- + i, 

luid wenn diess niclit der Fall ist, anf die Form 

gebracliL werdfu; wenn also das Polynoni der lioclistpotenzierlen 
Glieder anf die Summe der Ouadiate von drei rcclangulSren Coor- 
ilinalen redunerl, wird, so sind die Cnei'ftdenten von zweien der- 
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selben einander gleicli. £s erliellt daraus, dass die geforderle 
Bedingung erlitkitRii wird, iiidem man die Bcdiagung bildet, unler 
nelclier die cubische Gleicliiing der Disci-iminanle gleiche Wur- 
zelii liat. 

Da aber die Warzeln der ciibisclien Gleichiing der Discriini- 
iiante immer posiliv siiid, so liaiin ilire Discriminante imiiier ais 
eine Summe von Qtiadralcn auRgedrfickt werdea („Vorlesiingen" 
Art. 171.) mid wird, so lange die Cocffieienteii der gegebenen 
Gleicliuiig wesenllich reel! siiid, nur verseliwJndeii, wenii zwei 
Bedingutigeii gieielizeitig eiliillt sind, diii man diirch das fojgende 
Verfaliien leicliter bestimmt. 

Es handtilL sich um die Frage nacli der Miigiicbkeit 
einer Transrorraation, durcli weicbe die Ideiititat 

erfiilk nird. Wegen 

.^^ 4- j,2 4- ;2 = ^^ + r' + z^ (All, 19.) 

wird daiiii, fiJi' I = A, die GrOsse 

ein volJltoiiiinenea Qiiadral und man hal die Ucdingiingen aiifzii- 
stellen, unler deaen diess slalliindet. 

Nun erlieiint man leiclit, dass fur den Fall, wo 
A^^a:^ + A.^^ij'^ + A^^z^ + 2 A,^z + 2 A,^tx + 2 A^.^xy 
ein vollkommenes Quadrat ist, die sechs Ltedingiingen 
An A^t = A,,?, 
4-/ 'iih = Ai} Ail 
erfCillL sind, sodass dii5 Reciprokal-Gleiclimig idenliseh vcrsch\\indi;L. 
Die lelzten dri'i Gleithungen geben im gegenw&rtigeii Falle 
(«j, I) flj3=a,3nj5, (flja *] "13 = "i'j«53i ("33 H ''i2^''j3'*i3' 
und indent man ans jeder von diesen Gleichtingeii I beslimnit, 
et'kennt man, dass die Beduclion nur dann niftglicli ist, 
wenn die Coefncienteii der gegebenen Gleicliung 
durcli die Relalionen 



rbuiideii sind. 
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Weiiii sie erfiillt sind uiid weiin wir ciiieii tlieser gemoiii- 
schafllichen Werthe Uir A in die Form 

{«ii — J.)a:" + [«jj— i)f/'* + (a33— lJ^=+2«J3Sl^+2«,3^a;+2a,,a;i/ 
substituierell, so wird sie io ein volikommeues Quadrat, namlich in 

,.„„„„„ (-^^-^ + ~ + v)' - C-' ~ 4 ^' 

verwaiidelt; uiid lia die Ebene Z =^ eiiie Normalebene /iir 
Umdrehungsaxe der Flache reprasenliert, so ist autli 

f + f + f-° 

(!,j Ojg Hj.j 

die Gieicliuiig einer zu dieser Axe normalfiu Elmrio. 

In dem speciellen Falle, in welchem der su libcn 
iieslimmte gemeinsciiaftiiclie Werth von h versclnviii- 
ilet, bildet die Vereinignng der iioclisteii Glieder in 
der gegeberien Gleichuiig ein vollstaiidiges Quadrat 
mid die Gleichung reprascritierl also entneder einen 
paraboliscben Cylinder oder die Verbindung ion zwei 
parallelcn Ebencn (Arr 87, R und V.) Diese Flachen 
sind Gi'enzfaili. der Umdrehiingsriachen; jede Normale 
zii beideri Ebenen ul die Uindreliungsaxe im ietzlern Falle und 
der parabolische Cjlindei ist die Grenze einer (lurch Umdrehung 
cLiier Ellipse urn iliie kieine Ave erzeiigten Flache fiir die in 
das Uiiendliche wacbsende Entfeinuug dieser Axe. 

119. Wenn unter den drei Grossen Ojj, Wj^, a^2 eine 
den WerLli Null hat, so muss noch eine zweite von 
ibn en versch win den, wenn die FIScbe eine Umdrehungs- 
flache sein soil. Fiir ft,j = n„ = weVden abcr die vorigen 
Bedingungen 



und man erliall diuxb Elimination von -^ zwisclien ihnen die 
Gieicliung 

("ii — "33/ ("22 "33) ^ "n • 
Man hatle diese Bedingiing auch direct erlialteii, indcni man 
die Form 
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als ein vollkommeiies Quadrat cliarakterisiert; deiiii diesa giebl 
ofTenbar 

^ = "33- (''ll ■ — "33) ("22 "33) = "12 ■ 

120. Die vorhergehende Theorle kaiin aiich aiis cler Bemer- 
kiing abgeleitet werden, dass fur eine Umdreliuiigsflache 
das Problem der Bestimmung der Hauptebeiicn eine 
unbeslimmte AuTgabe wird. 

Denn da jeder zur Unidreliiiiigsaxe normale Scbnitt ein Kreis 
ist, so wild jedes Sysleni paralleler Sehoen desselben durcli die- 
jenige die Umdrehungsaxe enthaUende Ebene lialbiert, welche 
den zu dieseii Sebnen normalen Durchmesser enllialt und dalicr 
zu ihneii selbst normal is). Daher isl jede durch die Umdrehungs- 
axe gehende Ebene eine Hauptebene. 

Nun sind die zu diesen Diametralebcnen normalen Sebnen 
nach Art. 72. durch die Gleichungeu 

(«ii - A) a; + n,,y + a,^z = 
«i,,r + [a,, ~l) ff + a,,z = 0, 

«,,^ + »ny + K - i) ^ = 
gegeben, welchc fur X als eine der Wurzein der cubischen G!ci^:h- 
ung der Discriminante drei in eioer der fraglichen geraden Linien 
sich schneidcnde Ebenen reprasentieren. Das Problem wird niir 
dann nicbt unbesLimmt, wenn sie alle die namliche Ebene dai-- 
stellen, d. h. wenn die Bedingungen 

a,, -— i __ _«i2_ __ ci-jiz <'ii X __ Qjj "13 

erfullt sind, welche enlwickelt zu den vorigen Rclatioiien zururA- 
rcihren. 

ISil. Wir scbliessen diess Kapitel mit einer Reibe von Doi- 
spielen fiber dieAnwendung der analytischun Geome- 
tric zur Unlersuchung geometriscber Oerler, 

Betspiel 1. Welches ist der Ort einea PuiiUles, dosson 
kiirzeste Abstande von zwei gegebenen einander nicbt 
durchschneidenden Geraden gieich gross siud? 

Die AuBosung dicies Problems ist in deu Formein des Art, 15 ciit- 
halten, weim die Gleichimgen det gegebenen Geraden in ihrei allgeineinen 
Form vorausgesetzt wetden Wir kOnnea ibei das Resiiltit m eioer sehr 
ehifacben Form daistellen, indetn wir <len kiirze«ten Abst-ind beider Ge- 
raden zui A\e der z Wdhleii und die bei len imlein A\en darch den 
Miltelinnikl dL'ielleii so le^tn diss 'ni. dii von den Ptojeclionen der 
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G d n uf I Eb n gebililei.en Wiiikel halljieren. Danii simi ilivc 
Gl hu n u tl F 1 

= ^ — Mfl-; j = — c, ;/= - »ix, 
d fi ] ng D \ P bl<!ins geljen <[»her 

oder C2 (1 -|- jn^) -|- mx>/ = 0; iler Orl ist ilalier ein liyperljoiisclios 
Paraboloid. 

Wenn die kiirzesteii AbslUnde m ciiiander in einem coiisUnlen Ver- 
hSItniss sein sollen, so findet man 

{(1 + >.]z+(l-l)c} ill - i) J + (1 + 1) 0} 
+ XTflii {l + l)» + (l-»)~} {(l-i)s+(l + l)™i} = 

als die Gleicliung des Ortes, uiid derselbe ist sam'd do Ifyperboloid mit 
eiiier Mautelflaclie. 

Beispia 2. Der Ort eines Punlftes, dessen EnlfernQiis 
von einem festen Punkte ku derjenigeii von einer festen 
Geraden in consUiitem VerliSitniss steiit, ist eine Um- 
dreliungsfiache zweiten Grades. 

BeispielS. Man soil den Ort der Miltelpunkte aller einer 
festenEbeue parallelenGeraden fi n den, welched urch zwei 
festesichnicbt dupchschneidende Gerade begrenzt sind. 

Wir nelimen die Ebene ic ^ als der teslen Ebene parallel iind die 
Ebene z = wie im vorigen Beispiel parallel und Equidistant den Iieiden 
gegebenen Geraden, ao d;iss die Glerebungen derselben 

siiid. Der fragliclie Ort ist dann offenbar die gerade Linie, in welclier die 
EleHcn 

, = 0, Sj = (« + „■) x + {„ + n) 
sicli scbneiden. 

Beispid 4. Bestimme die Umdreliiingsflacbe, welciie 
durch eine um eine fesle sie nichl durcbscbneidende Axe 
sich dreliende gerade Linle erzeugt vifird. 

Sei die fesle Linie die Axe der x und eine besliinmte Lage der Er- 
?eugenden liicha.=m + j = n z ■]- n ausgedruekt. Da mm 
jeder P kt de cl d he le Ce a!e e en Kreis besebreibt, dessen 
El eoe de jen gen ler a:/ i a allel st st fflr alle Punkte eines solclien 
ebe en Schn lies le Werll vo x -\- j I i. in Function von e 

(" +)+(-" + nf 
o t I 1 1 1 I ng I f aglichen Tl 1 e ist dalier 

0- +j ^{ 4- ) + ('"'^ + "T, 

u I lo II ! 1 e hi I i I nil eiiier Hantelfliielie. 



y Google 



132 Seclisiea Kfiiiitel. Ar!.. 1^1. 

Seispiel 5. Zwei diircli den Aiifitngspii nlU iler Coonii- 
naten gehentle Gerade bewegen sici) in festeii Ebenen so, 
(lass sie steLs rechtwinklig lu einander bleiben; welcbes 
ist die Gleichung (ler Kegelfiache, die von der gemcin- 
scharilicben Normalen dieser beiden Gerailcn i m Anfangs- 
punkl erzeugt wird' 

Wir bezelchneii durcli a, b, c; «', b\ c die Uichtungswinkei der 
Normalen der festen Ebenen und durch a, /?, y die der beweglicben Ge- 
raden; daiin sind die Rich tun gscosinus der Diirchscbuitlslinieu der feslen 
Ebeneu mit einer zur liewegliclien Geraden nonnalen Ebeiie (Art. 15) zu 
cos^cosc — cos;'cos6, cosycoaa — cost; cose, cos« cost-— cos |3cos(i; 
cos |3 cose' — cos;'cos6'.cos;'cosa' — cos « cos t^', cos « cos 6' — cos^cosa 
proporlionol und die Bedingung, unter welcher sie zu einander normal 
sind, ist daher 

(cos (5 cos c — cos;' cos 6) (cos^ cose' — cos 7 cos 6') 
-j- (cosy cos o ^ COSK cose) (cosy cos a' — cos a cose') 
-|- (co3« cos b — cos (3 cos a) (cos a cos 6' — cos (3 cos<i') ^ 0; 
die bewegliche Gerade beecbreibt daher eine Kegelfladie zweiten Grades. 

Die beiden au einander normalen Geraden in den feslea Ebenen be- 
slimmen rait einander eine Ebeue, die ihrerseits einen Kegel zweileii 
Grades uinbiillt, den Normal en- Kegel des £eli'achteten. 

Beispiel 6. Zwei zu einander normalo Ebenen gehen jede 
durch eine feste gerade Lidie; man soil die von ibrer Durch- 
schnittslinie erzeugte Hathc Ijeslimmcn 

Wir wlhlfn die A\en, wie im Beiapiel 1 , danu smd 

l(z-c)-\-y-mai = Q k [ +c)-{-y + mx = {) 
die Gleicliuneen dei Ebenen und die BcdinguUj, ihier ReclitninUigkeiL isl 

^i + 1 — jfj = 
die Eiufulirung der aus den ^ongen likicbungen entspiinge iden Wei tbi 
von 1 il in dieselbe £;iebL die Gleabun^ ernes Hyperl oloi K mit cinci 
Mantel llaclie 

y> _ „!^i + (1 _ ,„i) (,1 _ c'l - 

Wenu die festen Gei iden '<ich dnrcbsthneiden, also iiu c ^ i) so 
reduciert aicli der Ort auf eme k gelfladie yneiten Grade*! 

Betsptel 7 Eine l.oradi. bew egl stub Qbor zwei andei en 
nicbt in derselbcn Ebeiie gelegcnen geraden Linien so, 
dass das awischen denselbcu eiithaitene Segment von einem 
bestimmlen Pimkte aus stels iinler reclitem Wiukel er- 
scheinl. IbrOrtistein Hyperboloid mit einer Mantel flache 
und speciell lur die llechlwinkiigkeit der beiden gegcbe- 
nen Geraden ein byperbolisches Paraboloid. 

Welcbes ist der Ort eines Punktes, von dem 
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kSnnen? 

Wenn wir Tins ilie Glercliung der Flaclie zu di'ei solclien Geradeii 
«ls Axeii iransfonnierl denken, so ei-liallen wir nolhwenilig die Gleich- 
iing lies dem iieueii Aiifaiigspuiikt enfsjirechemten Tungenlenkegels in dor 
Form 

weil die Alien selbsl ah Knnleii des Kegels ersclieineti, Nacli dcin Kei- 
spiel des Art. 78. ist atier die allgenieine Gleicliiing des Tyiigeiileiikcgols 
vom Piinkte {x, y\ z] 

uu<l HJi nissen ills Ait ^2 dass die Summe <tei Coenicieuteii ton 
x' v', *' Ijeim Uebergang 7u emem anderii SystPiu rechnguljrer Axeii 
unveianderl bieiljt Vm inben dahei, iiin die Gleicliung ties Ortei zu er 
Iiallen nnr die Bedingung auszudiucken, iiiilei wpIcI ci dip^e roefdciin 
teiisiiinini. t ersrhu ludeL sie ist 

S(i + i)+!;(i+-i)+Ki+^)-^+^ + '' 

:u einander rech twinkltge Seli- 
les Ellipsoids gezogen werden, 
so lieslimmL die Eliene Hirer Endpuiikle einen festen Punkl 
in dor Noriunle ilires Anfungspunkies und der OrC dieses 
Puiikles ffir alle Lctgen des Letzleren auT deiii Ellipsoid ist 
ein concentriscbes coaxiafes Ellipsoid. 
Pur 

ax^ 4- bp'' + cz^ + 2!yz + 2mzx rz + 2= 
als Gleiehung der FlSclic isl dor gedachle Punkt als Anfaiigsimnla, seine 
Tang elite tie bene als Klicnc xy unii seine Normale als Axe dor z voraus- 
geselzl, Ist dann 

ax + b'y + c'z = d' 
die Ebene der drei I^unkle, so isl 

<t (nx^ + by^ -J- «^ + 2lyz-\-2mzx] ■^2rz {a'x-\- b',j-\-cz)=0 
die Gleichting einer durcli die Sclinillcurvo derselbcn miL der FIgclie aus 
dem Anfangspunkle Liescbriebenen KegelflSche und die ISedingung, unter 
der sie drei zh einander normale Erzeugende iiesilKt, 
^r [tf -|- 6 + c) + '2 re == 
Oder 
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Fiir iT = 0, y = folgl aber aus tier Glcicliiing tier Ebmc 



— 2y 

"" — a + O + c 
il, i. constant. 

Fiir ilie Untersuchung des von dicsciii Piinkle diiidiliiufcrien Oilcs 
darf sodann vorausgesctzt wenieu, dass die drisi Ceradeii ilcn Axen dcs 
Eilipsoids, welches uiin durcli 

(largesteilt sei, parallel bleiben, so dass fdr den Purikl (x', y, z) als An- 
faugspitnkt ilire Endpunlile dui'cli 



[— x, y, z), {x, — y, z')., {x\ y\ — z'} 
mid ilie Ebene iJerselben durcb 

.■c ' y ' z ' 

gcgcbcn sintl. D« ilie Homiale der FJadie in {x\ /, z) die Gleicbungen 



liesilil, so liefert ilio Eliiiii nation von a;', y, z die Glcicbiing dcs Orli 
in dcr Form 



(^^)' e^-)' if^r 



gesGt)il haben. 

Beispiel 10. Uiesecbs Taugentcnebeneii des Ellipsoids 
in den Endpiinliten dcr drei zu cinander rechlwinkligeii 



|. + f +f-2. 
Hire Enveloppe bietet eina yerwandte Aufgabe, 
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Selmeii bestimiiien mil eiiiander die achl Ecken eines Hexa- 
eders, wclchc slcls a uf einemljcstimiiUen zwei ten Kllipsold 
gelegen sind; die Verljiudiingslinien der fiegeneckeu des- 
selben gelien durcli deu namliclieii Punkl. 

Beispielll. Pflr das durcli D re hung einer sleichseiligen 
Hyperbel entsiehende Hyperboloid init einer Maiitelfl&che 
sind die zweiten Kreissclinitte des aus eineni Punklc der 
Piache (Iber dem Kelillireis Ijeschriebenen Kegels normal 
zur Ebene des Letzleren. 

Die Gleicliimg des IlyperboJoids ist 

und fui den SclieiLel {X) y , z) isl eine Eraeugendc des Kegels durcli die 
Glen-hungen 

diij,e Iclll und ibr Durclisebmttspunkt mil dem KeWkreis dm'cli 

beatimnit lit, Substilulioii dieser Werthe in die Gleichung des Koblkrci- 
ses f,ie!jl fui den Kegel 

(«. - ^zf + (,■, - yzf -a'{z~- zf: 
Fur a, ^ und / = oder den Sclieitel des Kegels ira Ilaupl- 
scliuilt del ^^ Ebene erhSIt man die Gleichung eines aus einem Punkle 
der Axe dor z beschriebenen Kreises. Die Sormalebenen zur Axe der z 
und lia L\s\ Axe der x sind daher die EJienen der Kreissehnitle. 

Beispiell2. Die Gleichung des Kegels zu find en, welcher 
ausdera Scheilel (x',i/', x) flberdem in derEIicne xy ge]ege- 
nenKegclschuitlbGschi'iebcnwird 



Die (Ici hungcn lu pcndcn ^cibindungali 
I Ihsis m I 1cm VhciUl snid 



und die SnbsUlution dieser Werlhe in die Gleicliung der basis Jieicrl ala 
Gleichung des fraglichen Kegels 



Soil dcisclbe s|iecie]l ein Unidreliiuigskegei aein, 
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<liiiguiig desArt 111 (lahicr fljj=0 isl) (lass dann tIerPuiikl {x,y',z) 
■mf cmer in der Eliene a.z verzeichneteti Hyperbel liegenmuss, welclie 
die bcheitel dei gegebenen Ellipse zii Brennpunklen und ihre Brennpimkle 
zu Scheitein liat 

Wii gebtn iin FoJgendeji eine allgemoiiie Helliode zur BesUmmung 
Jpi GleichuDg des Kegels welcliei Jen Punkl (a;', y , z\ w) z\Sa Scheilel 
und A e Durch climltslmie zmpjci duicli V = d, F = rEprSsenlierleu 
Ilii Icii 7ur Lcitcui (. 1 il 

Weun nil iliich 

f + A U |~ - (5 f + I 

lit Itllbbtlt n -j-Aa,/ + A/tf y 

D 1 e ( le I unge ! Fia 1 u be e 1 n t da L g bn 1 £1 

n n on i I en d esen Fo ne d e Gl 1 ng de f agl I e 

K g la D n d e Ponkle n denen d e ge de Ve b ndung 1 n e on 
(x y z w] mil (t, y, z, w) die Flache V sdineidet, werden aus der 
Verole dug ies erslen dieser SobstiluUonsresuitale mit Null erlialtcn 
u d el enso I e DurchscliniUspunkte derselben Linie mit der Fiache V 
aus deni z veiten 1» aber die JlesullanLe beider Olcichungeii nur fur eine 
geme usci af 1 cl e Wiirid derselben verschwindel, so liegt unler der Vor- 
ausseUuDg ih es Verscbwindens der Punkt [x, y, z, ni) in elner durch 
[x J z « } gel enden und die Ilurchsdiuittscurve der FlSehen schnei- 
denden Geraden. 

Seispiel 13. Die Kegel, welch e iiber den durch die kleinste 
Axe eines Elltpsoides gehenden llauptschnllten aus den 
Endpunkten der grossen und der mitUern Aic beschrielien 
wcrde.i,sind 

(2i_Z_^— ?(f_l_^ t?/ " '')' !!4_£° 

sie besilzen eine gemeinschaftliche Tangentenebene und 
einen gemeinschaftlichen pa rabolisclten Schuitt; diese 
beiden Ebenen besLimnieii mil dein Ellipsoid QuerscbniUe, 
ilereu Inhall im VerhiiUniss 1 : 3 stehen. 

Beispiel.li. Die Gleicbung des Kegels, d er das Cenlrum 
eines Ellipsoida zum Scheitel bat und deasen Basis der 
durch die Polarehene eines Punktes [x,y\z') uiil ihm !ic- 
slimmteSchnilt ist, wird dargestelit durch 

Seispiel 16. We'iiii eine Ebene uin einen fesieu I'linkl so 
bewegt wird, das sie in jeder ihrer Lagen mit « festen 
KbcQon Wiukc! «,,«,, . . .,a„ iiildct, fur wclche; 
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C, cos K, -)- C^ COS B^ -f- . . . 4" "" cos B„ e= A 

isl, wi> C|, Cj, ...,<;„, it Cons tit II ten Iie^cichnen, a o umhflllt 
sic eiiicn Drehungskegel zweilen Grades von unverander- 
licher Axe. Die Summe 

^1 d cos O; 

hal ihroii Mininialwerlh, wenn derselbe sicli aiif eine Gc- 
rade, diese Axe scibsl, un<l ihren Maximal wcrlli, wpiin er 
sich ai(f eine ku dieser iiormale Ebene reduciert. 
Weiiu die feslen Ebenen durcli 

Ax + Biy + Ciz == 0;, (! = 1, 2, . . ., «) 
(iiid die Iicnegliche Ebene E durcli 

ax -\- ^!/ -\- yz = d 
ilni-gcstelll sind, so gcjjt 

S"Ci cos Cf = A 

{i\r r = («' + i3^ + y=)-i, !■,- = (^.^ + S^ + C/}^ in 

also fill- 

„. + l,f + ,y 

fiber. Sic isl iiieiiliscli mil 

«f + /!■' +r 



y(::+| + ^ ''''+""^ 



'/ die durcli 



dargeslellte Gerade isL und (E, g) den von ilir mit der beweglichen 
Ebeue eingeschlosseneu Winkel liezeiclinet. Diese Gerade ist die Axe 
des von der LeUlereu umliiillten RoUtioiiskegels, und die erhallene Re- 
lation zd^t, dass ^ nicht grosser als 
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sGin hann unil <1iss ilaiin dcr Kegel in chip xu g nuiui ile ELietie ubcigclit 
Tilr A = wild dpi Kegel ivra Cvinidet ion der Axe g *) 

Weiiu die bewegliche Ebene slalt dmch den zam Anfangspunl.l ge 
nunimeuea feslen Punkt zu gehen, eine Lnnslinle Fiilfeuiung ' von ilim 
bclialt so 1st 

' +/V + 3 -" 
line GlmUiiin^r uud 

„,+(,(! + , ,_;,_o 

dit Bedingiinc; nnn Iindut die Cnveloppe m der Foim 

Beispiel 16. Han soil Jey Ort derjcijigen Punklc der 
Flache zweiter Ordnung 

besliiniiieii, deren Normalen die deni Piinkte {x, ij, z) <^n\.' 
spreclieadeNoriiiale schueiden. 

Die fraglicheii Punkte biltien den Durclischnitl (icr Flaclie mit dem 
Kegel 

«^ [y'z - yz) [a^ - x) + 6» [z'x - zx') (y - y') 

+ c^ {x'y - xy-) [z — s) = 0. 

Beispiel 17. Man soil den Ort der Pole der Tangenten- 
ebenen.einerFllcbe zweiter Ordnung in Bezug aufeine an- 
dei- Fia 1 w ter OrdDungbeslimmen. 

Wi h 1 n Beantworlung dea Problems die Bedingung auszu- 

drflcl nt I I er die Polare vou (x\ y , /, w") in Bezug auf die 

z ve' 1 1 I 1 te IjerQbrl, d. h. wir haben iu die im Art. 79. ge- 

gebeu Bin ng f die BerQhrung eber Ebene mit einer Flache zweiter 

\A.KS V^^ I ng St II d g, ij, f, to die Derivierlen 17,, P;, P.,, P, zu sub- 

''' 1 ueren Der fr, glicbe Oi't isC daher eine Fliche zweiter Ordnung. 

B spel 18. Blan soil den Kegel darstellen, welehcr 
1 rcJ d e m Scheilel eines gegeljeiien Kegels auf den Tan- 
gent el neii dessclben erriclitctcn Norinalcn gebiidet 
wird. 

Sei Lx^ -\- My"^ -\- Nz^ ■== der gegelicne Kegel , so isl eine 
seiner Tan gen lenebenen Lx'x -\- My'y -|- JV«'i=0 und ihre durcb den 
AnPangspiinkt gebende Normale soniit 

a: ^ y ,= ' 

Lx My iVj' ' 



*) Siiid (lie C; (lie Fliiclieiizahlen vonliguren in gegebenen Eheuen, 
so ist k die Snmme ihrer Projeotionen auf die bewegUthe Lbene, die 
Tangeuteaebeiieii dev erhattenen Kolationakegel geben constante Bum- 
men, die Normaleliene zu y die MaMiaalBumme deiRolben 
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Bezoichiien wii- den gemeiusclwfllichen Werlh riiesei- Grossen ilurcli 
p, so isl. 

utid (lie Substitulion in Lx"' + My- + ^^"^ == gie'^' ""i^'' Division 
init p' 

S + 'i + S-o 

als die fragliche Gleiclmng. Hire Form zeigt, dass die Relation iwisclieii 
beiden Kegelllacheii sine reciproke ist uud dass also die Kaulen des ersieii 
normal siiid lu den Tangeiilenebenen des zweilen. Man erkennl leiclit, 
wie diess Problem elnen speciellcii Fall <les vorhergehenden bildet. 
Wenii die Gleichung des Kegels in der Form 

gegeben ist, so wird die des Reciprocalkegcis in der Form 

gefundea, flbereinstimmend mit iler der Reciprocal curve der analytischen 
Planimelrie. 

Beispiel 19. Eine gerade Linie bewegt sich so, dass drei 
feste Puiikte in ihr in drei fesLen Ebenen bleiben; welches 
ist dev von einem bclicl)igeii Piinkte dieser Linie durcli- 
laufeiieOrt? 

Wir deuken die drei festeii Ebenen als Coordiuatenebeneu und als von 
der geraden Linie in den Punklen J, £, C gesclinillen und neimen die 
Coordinalen des belraditelen Punliles a, |3, y. Die Ooordinaleu von A 
sind alsdann 

^ AB . . AC 

wo die Verhaitnisse AB -. PB und AC : PC bekannt sind. ludem wir 
dann nach Art. 10 die Uuveranderlichkeit der Distauz PA ausdrftcken, 
erkennen wir als die OrtsOScbe ein Ellipsoid. 

Wenn der Punkt P eine der Strecken AB, BC, CA halbiert, so ist 
der Ort speciell ein Rolationsellipsoid. 

Es ist efn specieller Fall dieses Problems , wenn der eine Gndpunkt 
der Geraden in einer festen Ebene, der andere in einer festen Geraden sich 
bewegen muss; die Letilere ist der Durcbschnilt zweier Ebenen, uud die 
zwiscben beiden anf der bewegten Geraden gelegene Slrecke ist Bull. 
Rer entsprechende Ort ist ein &otalionsellipsoid , wenn die fesle Gerade 
zur festen Ebone normal ist, und insbesondere eine Kugel, wenn der Punkt 
P die Gerade halbiert. 

Beispiet 20. Von zwei festen Punklen A und ist de'r 
letztereauf eiuerliugeUlachegelegenidie VerLindungsIinie 
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BA Bines beliebigeii andtirn Puiikles D Jcr Kugelflacho 
mil A sclmeidel die Kuge) fernec in rtem Punlite D' \ man 
soli den On des PunktesP atif 0^ liesEimmen, fflrwelcheu 
OP ^ AD' hi. 

Wir habenTc^ = AO'^ + OD'^ — 'iAO.OD . cosAOD, mi in 
dieser Gleichung isl AS dem Radius vector des Ortes umgekelirt propoi-- 
lional und OD isl durcli die Gleichung der Kugel in Function der VVinlfeJ 
besliramt, welehe sie mil festen Axen bililel, Daraus erkeiinl uian den Ort 
als eine FJSche zweiter Orduuog vom Cenlrsiui 0. 

Beispid 21. Der Ort eines PunlUes P. dessen Verbin- 
dungslinie mit einem gegebonen I'milae ii< oinor feslini 
Ebene eineti PanliL Q so beslimmt, dass ilie ISelaion 

OP . 0Q = k'' 
slaltfindet (Aehie Constante), ist eine Kugelfadie. 

Beispiel 22. Eine Ebene geht slels dureh eine Teste ge- 
raile Linie und ihre jedesmaligen Durclischniltslinien mil 
zwei festen Ebenen sind mil einem festen Punkle durch 
Ebenen verbunden; welcjies ist die durch die Rurobscbnil ts- 
Irnie der beiden le Uter en Ebenen erzeugteFiacbe? 

Bcispiel 23. Die vier FlSchen eines Telraeders gehcu 
jede dureh eiuen festen Puukl; man solldenOrt einerEcite 
(lesselben hes timraen, wenn jede der drei nicht durch sic 
iiindurchgeheudon Kanten sich in einer festen Ebcno be- 

DerOit ist im Allgememen eine Fiache driller Ordnung, die den 
Durch'ichnillspuukt der drei Ebenen m einem floppelpuiikt liat. Sie re- 
ducieil sich auf emen Kegel zwcLten Giade'., wenn die vier festen Puiikle 
in einer und deiselben Ebene hegen 

Wii setzen 

als die Gleiehungen der festen Ebenen voraus , in denen die Seiteu der 
einen TetraederflSche sich liewegen, und 

uls die Coordinaten der Punktc, durch welclie diese Fliiche und die drei 
andeni Flacben hindurchgehen, bezeichnen auch die Hesultate der Subsli- 
lulion der Lelzleren in die Polynome u, v, m durch «, , w^, mj^. Dann 
ist fiir 

Ax -\- Bij -\~ Cz -\- B =^ 

als Gleicliung der diircb (x„, (/,)■ ^n) gehenden Flailie, die Gleichung der 
durch den Punkt {x^^ y,, ;,) gehenden von der I'^rm 

Ax -\- By -{- Gz -\- .D -i- hi = 0, 
mil der Bedingung 
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AXf + Bij, 4- fs, + J) + A«| = 0, 



cbenso (lie beideu anderii. Die Elimination voit J^ B, C, D Kwisclien den 
vier so erhalLenon Gleiclmugen gieljt 



eine Gleichung driUeii Grades, als die Gleichung des Orlcs, Wi'iin i 
sie in die Porm 



Iransfunnieil iiiid fiir 



5 2/ 1 ! . 


a;, , !(y, , uj, , 


fl7j , vy^ , yij , 


yarg, tvi/^, tfz^ 


^0. y., %> 1 


^,, ^/i, ^,, 1 


x^, y.,, t.,' 1 


a^3' ^3= ^3, 1 



liww fl = u,vm (x^z^i) + ii^"'" W^i-l} + "'3«!' f^oyril) 
enlwickelt, wo [xayx^T.), etc. Oclerminanten ticzeiclinen, su erkeniit mm, 
dass Tiir jede der festeii Ebenen der Durclischnitt niit der Ortsflache aiis 
geraden Linien bestuhl, dass er fiir die Ebene der diei festen I'tmlite 
{"^tn ^D) ^o)' (^1' ^n *i)i {"^1^ ^25 ^a) '''" KegeischtiiU M, nelclierduicli 
die beiden leUten und die Durchschnitle dor drei Spiiren der fesien Elie- 
neii In dieser beslimrat isl ; endticti , dass dci Ui I fiii die Ljge dci vier 
Testen Punbte in einer Ebenc 

ax -\- b'j -}- cz -\- d = 
in eioeii Keg-ei zweilen Grades und diese El)eiie zerfiilll:, vveil ilann 



2) = 0, und - 



-:b - 



unil a,, a^, C3, a^ als SLellverlreler der EinbelK 
reihe der D, also die Gleichung des Ones 

('^i 1* + ^s ^ + ^^ '^) ("^ + *y + « 

wird. Der Kegel ist der dreiseiligen Ecke der Ebener 

„ = 0, !' = 0, iv = 
umselirieijeu ; ial die drilte derselben iter Sclinltllin 
parallel, so wird er ziiia Cylinder, 



'-■.d=ki,{i'=l,2,%i) 
1 der letzten Verlieal- 
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142 Sectetes Kapite!. Art. lai. 

Seispiel 2d. Man soil den Ondercincn Ecke cincs Tetra- 

<fen Kanten uiid' die gegeDilberliegeDde Fliiohe je <lurch 
einen testen Punkt gelien, imd die drei ajidern EckCD sich 
ID festen Ebeneii Itewegeii. 

Beispiel 25, EineEbene geiil durcli ciiien feslcii Piinkl 
und ilire Durchschnittspunkte mil drcl festen gcradenLi- 
nieii bestimmen mitje eincr von ilrei aiidern festen geraden 
Linien drei Ebenen; man soil ileii On lines D urehni t ts- 

£eispiel2G. DieSeilen eines Polvgons imltaume gelien 
(lureh Teste Punk te und seine Ecken' bewegen sicli a lie bjs 
aufeine in festen Ebenen; man soil die Ortscurve der letz- 
len Ecke bestimmen. 

Beispiel 27. Die Seiten eines Polygons im Raume geben, 
eine einzige ausgenommen, (liircb Teste Ptinkte, die End- 
punkte dieser letzten Seite iiewegen sicli in festen geraden 
Linien, alle andern Ecken des Polygons aber in festen Ebe- 
nen; nian soli die durcb die freie Seite erzcngie inacbe 
unlersiichen. 

Beispiel 28. Die Ecken elnes Di-eiccks bewegen sich iiuf 
einer flflche zweiten Grades, wahrend zwei seiner Seiten 
(lurch fesle Punkte geben; die Enveloppe seiner freien 
Seite isL eine Fiache zweiten Grades, welche die gegebene 
doppelt berulirt, wo die Verbindungslinie der beid en festen 
Punliie sie schneidet. Wenn die ersle der beiden FlSchen eine Kugel 
isl, so sind die Beriibningspunkle die Kreispunkle der zweilen, (Vergl, 
„Analyt. fleom. d. Kegelsclin." Ai-t. 307, 5.) 
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VII. Kapitel. 

JMethoden der absekCirzten Bezeichnuns. 



122. Wir geben in diesem Kapilel einen Abriss einiger 
von denjenigeii Eigenschafteii der Flue hen z wo iter 
Ordiiung, welche am eiD^achslen durcli denGebrauch 
abkOi'zender Symbole bewiesen vverden, diircii Mellioden 
also, welche den in dem Kapitel XV, der „KegelschnitlB" avis- 
einaiider gesetzten analog sJnd. Es tst jedocb zweckmassig, audi 
oline die Coordinalenenlwickelnng der Art. 38., 39. zuerst noch 
ciiiinul zu zeigen, dass allu die anzuwendenden Gletchungeii 
clue zweiraclie Interpretaiion gestalten und dass daher Jeder gc- 
fundene Satz einen andern ihm dualialisch entspreclieiideii Satz 
liefert. Es ist in der Tliat unschwer zu erUennen, dass die 
Tlieorie der reciproken Polaren („Kege)sdin." Arl,381f.) 
ohne wesentliclie Veranderung auf die Probleme der 
Geometrie des Raiimes sich iibcrtragt, 

Wir denkcn die Polaren in Bezug auf irgend eine Fiache 
zweiler Ordming (X) gebildet. Jedeni Piinkte entspricht eine 
Ebene und umgekehrt, und jeder geraden Linie als 
der Verbindung zweier PunlUe entspricht eine gcrade 
Linie als Du re hschnitt zweier Ebene n, Einer Plache S 
als oinem Orte von Punlden entspricht daher im All- 
gemeinen eine Fiache S als Enveloppe von Ebenen. 

Wenn wir in S einen Punkt betrachLen, der eincr gevvissen 
Tangentialehene von S entspricht, so entspricht auch unigeltehrt 
die Tangenlialebene von S in diesem Punkte deni ISei'Uhrungs- 
punkt jener Tangentialebene von S. Denn die Tangentialehene 
von S enthiilt alle die Pnnkte der Fiache S, die dem angenom- 
menen Pnukte benaehbnrt sind nnd cs niuss ihr also der Punkt 
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144 Sipfientcs Kiipitpl, Art, 12S. 

cori'espondiei'en, ia tlem sicli alle die der angenommcneii beiiacli- 
barten Tangeiilialebenen von S schneiclen, d. h. der Berfilirungs- 
ininUt dieser Ebene mit der Flaehe, 

So entspricht fiberhaupt jedem mit einer FI9che verbuiidenen 
PunlUe eine mit der reciproken Fladie verbundene Ebene und 
umgekebrt; einer Geraden als zwei Puiikte verbindend entspricht 
eine Gerade als Durchscbmlt von zwei Ebenen. In Folge dessen 
ist die Ordnung von S, als ausgedriickl durch die ZabI der Punkle. 
in denen eine Gerade diese Flacbe schneidet, der Classe von S 
gleich, welcbe durch die Zahl der Tangenlialebenen gegeben 
wird, die an S durch eiiie Gerade geben. Die Reciprokaifiache 
einer Flacbe zweiter Ordnung ist daher wieder eine Flacbe zwei- 
ter Ordnung, weil nach Art. 80. zwei Tangentialebenen durch eine 
beliebige Gerade an sie gehen, (Vergl. Art. 65.) 

123. Sebr einfache VorsteJIungen aus der Theorie der Cur- 
ven von doppelter Kriimmnng zeigen die allgemeiuen Reciproci- 
tatsverballnisse dieser Letzteren. Eine jede ntcbt ebene Curve 
kann ala eine Reihe von Piinklen belracbtet werden, die nacli 
einem gewissen Gesetze auf eioander folgen; sie mogen durch 
1, 2, 3, etc. bezeichiiet sein. Aus der Verbindung jedcs dieser 
Punkte mit dem nacbstfolgcnden entspriiigt eine Reihe von 
geraden Linien, welche durch 12, 23, 34, efc. zu bezeicli- 
nen sind; jede von ihneii ist eine Tangente der Curve. 
In ihrer Vereiniguug bilden sie cine Flaehe und zwar 
eine entwickelbare odor developpable FiScbe (Anmerk, 
des Art. 113.), "eil jede von ibnen, («ie 12} die nScbslfolgende 
(23) durcbschneidcf. Wenn wir endlicb die Ebenen 123, 234, 
etc. betrachten, von denen jede drei auf einander fol- 
gende Punkte entbiilt, so bilden sie eine Reihe von Ebe- 
nen. welcbe als die osculierenden Ebenen der Curve 
benannt «erdcn und die zvigleich Tangentenebenen der 
durch ihre Tangenten erzeugten abwickelbaren Flacbe 
sind. 

Die Bildung des reciproken Systems giebt nns an 
Slelle der Reihen von Punkten, Linien und Ebenen enlsprechende 
Keihen von Ebenen, Linien und Punkten; die Reciprokalform einer 
Iteibe von Punkten, w*elcbe eine Curve im Raume bilden, ist da- 
her cine Reihe von Ebenen, die eine developpable Flaehe be- 
riihren. 
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Eeciproke Polaren ; Piincip d^ix DiialUat. Art. 124. 145 

Wenn die Curve jenerr«iikte ganz in einerEbene 
enlhallen ist, so gehen die Ebenen dur Reciprokcn 
s5mmllicli durcli eineii Puokt und bilden (JieTangen- 
tenelieneii einer Kegelfiaclie, 

So bildet die Heihe der Punkte, welche zweien ObertlacLen 
gemeiusam sind, eine Curve im Eaume; reciprok wird von der 
Reihe der Tangentenebenen, welche zweien Oberflachen gemeinsam 
sind, eine ab\yickell)are f lache beruhrt, welclie belde Oberflachen 
umhullL 

Der Scbaar der durcb einen Punkt gehenden Tangentenebe- 
neti einer Flache enlspridit die Reihe der in der correspondie- 
renden Ebene liegenden Punkte der andeni FISche oder dem 
ebenen Schiiilt der Flaclie der Tangenlenkegel ihrer Reciproken. 
£s ergiebt sicb auch leicht, dass einem Punkt und seiner Polar- 
ebene in Bezug auf eine Fiache zweiter Ordnung eine Ebene und 
ihr Pol in lieziig attf die reciproke Flaohe isweiter Ordnung ent- 
spreclien. 

124. Die Reciproken werden oft in Bezug auf eine feste 
Kugel gebildet, deren Centrum dann der Ursprung der Reci- 
procitat heisst, und wie in Art. 385. der „KegeIscbn." erortert, 
kann aucb liier die Erwahnung der Kugel unterlassen und von 
den Reciprolulfornien als in Rezug auf einen gewisseu Ursprung 
gebildet gesproclien vrerden. Diesem Ursprung entspricht selbst 
die unendlich feme Ebene und deai Querschnitt der einen Flache 
in der letztern Ebene entspricht der Tangentenkegel, der vom 
Ursprung aus an die audere ihr reciproke geht. Wenn also der 
Ur.iprung ausserhalb einer Flache zneiten Grades liegt, d. h. wenn 
von ihni aus an dieselbc reelle Tangentialebenen gehen, so hat 
die Reciprokalflache reelle Punkte ira Unendhchen oder sie ist 
ein Hyperboloid; wenn der Ursprung im Innern der Flache liegt, 
so ist die Reciproke ein Ellipsoid; wenn er der Flache selbst an- 
gehSrt, so wird die Reciprok a i/1 ache von der unendlich fernen 
Ebene beriihrt, oder sie isl, wie wir alsbald sehen werden, ein 
Paraboloid, 

Die Reciproke einer Regeifl&che, d. i. einer durch Rewegung 
einer geraden Linie erzeugten Flache, ist wieder eine Regelflache, 
da einer geraden Linie eine gerade Linie und der durch Be- 
wegung einer Geraden erzeugten Originaiflache die durch Be- 
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146 Siobontes Kapitel. Art. 125. 

wegung (ler Ri.'ciprokallinie enlsleliende Flaclie enlspriclu*). Dcm 
eiiifachen nyperl)oloi(l enlspricht dalier stela wipder eiii einfadius 
Hypei'boloid , so iange iler Ursprung nicht in der Flatlie liegt, 
und wenn cliess der Fall ist, so ist die Itedprokalllaclio ciu liypiir- 
bolisclies Paraboloid. 

125. Wenn die Reciproken in Bezug auf eine Iviigi'l gebtl- 
det werden, so isl jede Ebene zu der geradeii Linie normal, die 
deu ihr entspreclieDden Punkt mil dem Ur^'prung vetliindet. So 
entspricht jedem Kegel eiiie ebene Curve und der niit dem Ur- 
spruiig ala Spitze uber dicser letzteren gebildele neue Kegel bat 
normal zu jeder Tangcnlialebene des ersten Kegels eine Erzett- 
gende und umgekehrt. Man nennt ira AUgemeinen zwi'i Kegel 
— gleicbgultig ob von gemeinsamem SclieiLel oder nicUt — re- 
ciprokal, wenn jede Erzeugende des einen normal hi zu einer 
Tangentialebene des audern. (Vergl. Beisp. 18 des Art. 121.) Aus 
dem lelzlen Arl. ergiebt sich beispielsHeise, dass der Tangenlen- 
kegel eincr FlSche aus dem Ursprung in diesem Sinne reciprok 
ist dem Asymplotenkegel der Reciprokalflaciie. 

Die Schnitte von zwei reciproken Kegeln von eiiier- 
lei Scheitel mit ciner Ebene sind poiarreeiprok in 
Bezug auf den Fusspunkt der Normaien vnm gemein- 
schaftlichen Scheitel auf diese Ebene. Denn Tiir P als den 
Scliniltputikt der Ebene mil einer Erzeugenden des Kegels und QR als 
ihre Schnilllinie mit der zu ilir normaien Tangentialebene ties andern 
Kegels, sowie M als Fusspunkt der Normale vom Scheitel der 
Kegel auf die Ebene ist offenbar PM normal zu £)fl iind fiir S 
als Sclmiltpunkt ion PHi und QP ist POS ein bu leclitnml 
liges Dreieciv und soniit PV MS dem Lonslanlen OM" gkirb 



*) Cayley hit bemerkt daas dei Gral emei Kegelfldcbe immer 
dem Grade ihrer Reoiprokalflache gleieh sein musi Dei Grad der 
Reciproliaifl^cliQ ist dei 7nh1 von rangentenebeneu gleicli welche d ich 
eine willkurlicl e Gerade gehen ^nn werltn wii sj iter formell beivei 
sen, ea ist aber an sich hinreicl end offenbar (_vergl audi Art 111) 
<Ia8.? die Tang^ittenebeue m einem belietigen Punkt emer Begelfldche 
die erzeugende Gerac1« enthult Helthe durdi d esen Punkt geht Dni er 
ist der Grs,d de liecipiokalfl tche del Zaiil vnn Ei zeu^^enden gleicb 
welcbe eine wlllaihclie Gerade schneiden Und dieas istgenau die 
selbe Zahl, wie d e der Punkte in denen d e Gei de die Flicbe schnpidet 
weil Jeder Ptu It e ner 1 rzL gen kii 1 r Tl icl e a, g^liort 
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Umdreliungsflathun als Reeiproke Jer Kiigel. Art, 126. 147 

Die Ortscurve voii P isl (laher identisch mil derjenigea, welche 
enlsteht, wenn man in der von M auf die Tangente QR gefall- 
len Normalen ein dem Reciproljen iiirer Lange gleiches Stuck 
abtragt. 

Das Folgende erlaulerl die Anwendung des liiei-mil begrfiii- 
tliiten Princips: Durch den Scheitel jedcs Regeis vom 
zweiten Grade gehen zwei als Focallinien benannte 
Gerade von der EigeiischafE, dass jcder Sclinitt des 
Kegels durcli eine Ebene, die zu einer derselben nor- 
mal ist, den Fusspunkt dieser letztern znm Brenn- 
punkL liat. Denn iudem wir den Reciprokalkegcl des gegebenen 
durch die Normale seiner Tangentialebcnen aus der SpiUe biiden, 
und die beiden Ebenen der Kreisschnille betraclilen, die derselbe 
nach Art. 104. besitzt, so erkennen wir nacli dem gegenwartigen 
Art., (lass der Scbnitt des gegebenen Kegels mit einer Ebene, die 
zu einer von diesen parallel isl, ein Kegelschnitt seiu muss, der 
den Fusspunkt ihrer Normale aus dem Scheitel zum Brennpunkt 
bat. Das eben Bewieseiie kann auch dabin ausgesprochen wer- 
dcn, dass die Focalliiiie eines Kegels zu den Kreis- 
schnittebenen des Heciprokalkegels normal sind. 

126. Die Reciprokaiflache einer Kiigel in Bezug 
auf irgend etnen Punkt ist eine UmdrehungsfUchu, 
die durch Drehung eines KegelsdmilLs uin die Iransversale Axe 
erzeugt wird. Diess kann iihnhch wie das Entsprecbenl ' A t 
385. der „Kegelschn," bewiesen werden. 

Wenn wir zwei beliebige I'unkte A, JB belracht n so s d 
Hire Entfernungen vom Crsprung in dem niimliclien V 1 altn 
wie die Normalen, welche von jedem auf die dem de n t 
sprechende Ebene gefallt werden. („Kegelschn." Art lol ) Da 
nun die Enlfernuug des Centrums einer festen Kugel vom Cr- 
sprung und die vom Centrum auf (lie Tangentenebene derselben 
gefilllie Normale beide constant sind, so muss fur jeden Punkt 
der Reciprokaiflache die Entfernung vom Ui'sprung zu der von 
ihm auf eine feste namlich die dem Centrum der Kugel enlspre- 
chende Ebene gefallten Normalen io einem conslanteu Verhaltniss 
sein. Der Ort des I'unktes ist aber oCfenbar eine Umdrehungs- 
flache, TDr welche der Ursprung einFocalpunlU und die fragliche 
Ebene eine Directrix ist. 

Durcb die Melhode der Reciprocilat gelangen wir 

10'* 
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Biebciitos 



. l-2(i. 



dalier von Eigeiischaften der Kiigel zu Eigenscliafleii 
von Umilreliutigsflaclieii urn die li'ansversale Axe. 
Inilem wir Beispiele dal'iii- geheri, stellen wir links Eigeiiscliaricii 
der Kiige), reclils die eorres|jondiereiideii Eigenstliarieit der Uni- 
(Ireliungsflachen dar. 



Die gurude Vurbiniliiugslinic cIdds 
FoealpuDkles uiit irgeod cincm 
Punkte iter FlSciie ist normii) zu der 
E!>ene, welclie dnrcli den Focalpunkt 
und die DurchschDillsiinie der enl- 
spreclienden l)ireclri:iebene mit der 
T;ingeiitenebene des Puuklcs lie- 
sUmmt isi. 

Der Kegel, dessen Scheitel ein 
Focalpuukt urn I drssni Basis ein 
ebener SdinilC einer Uiiidrehungs- 
flilclie ist, isl ein gerader Kegel, wel- 
chei die VcibiiilungsliniP desFical- 
] uiiktes mit lem Pol der bchniU- 
I pne 7ur A\e hit 

Ea isl ein specieller Fall dieses, lelztiren Salzes ddss jedur 
ebeae Sclinitt eines Umdreliungspai iboloids auf die 1 an^enieiiebeiic 
in seioem Sclieitel sich a!s ein Kieis projicicit 
3. Jede Ebene i: 
I der geradeii Linie, welclie I 
daa Cenlriim mit ibrem P 



Beispiel X. liliue Tangenlenebene 
einer KugelflUciie isl iiorma! zu der 
geradeii Linie, die ibrcn Bcrflli rungs - 
puokt mil dem Centrum verbindeL. 



Jeder Tangenteuke- 
gel einer Kugel isl ein gerailcr Ke- 
gel, dessen Taiigentenebenen milder 
Ebetie der Beruliriitigsciirve gleiclie 
VVinkel bilden. 



bindet. 



Beispiel 4. Jede Ebene durch 
das Cenlrura ist normal zu dem iht 
conjugierten Burclimesser. 

Beispiel 5. Jeder Kegei, der eiuen 
elieneu Sclmitt der Kitgel zur Basis 
bat, liat zur Ebene dessclbcn pnral 
lele Kreisscbnille. 

Beispiel 6. Jeder Cylinder, wel 
clier eine Kugel umbullt, ist gerude 

Beispiel 7, Irgeiid zwei einander 



Die gerik VLilindun^almie c ncs 
elieiHgen Punkles mil einem io -)!- 
punkte 1st noinial zu dei Lbenc, 
welohc duieb diesen Focilpunkt und 
die Durciiscbnittslinie der enlsfre- 
cbcndeii lluectiiubene mil dei 1 j- 
iirebene des Punkles licslimml ist 

Jide Elene durcli emeu Foul- 
punkt jsl normal zu der geiadcii 
Lmje ^lelcliL ihn mil ibiein Pol 
veibin let 

Die Focallmien eines rangenten- 
keifels det Umdi ebungsllarlie sm I die 
gei t len Lmitn w elclie feinen Scl ci- 
lel mil den be den Focalpunkt en ler- 
I lien 

Jeder lurth emen 1 ocdli unkl 
geheiide el ene Scl mil Iial diosen 
zum emeii Bieniipunkl 

Die Cbenen, «oIcIit (on zsvei 
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cunJTigierle oiler pokre (vergl. Art. 
65) geratle Linipn sinrl recliliviuklig 
zu emandcr. 

Beispiel 8- Je<lB eine KugeJ iiin- 
lulllende Fliiclie zweiien Grades isl 
eine Umdrelmngsflache und ihr 
Asvmptolcnliegcl dalter ehi gerader 
Krgel. 



,uf eliien Punlit. Art, 127. ]49 

einaiider coiijuglerleii geradeD Li- 
nieti mil einem Facalpiiiiht bcstimmt 
(vcrdeit, sind noi'mal zu einander. 

Wenn cine Flache zweiten Grades 
eine Uiiidreliungsllache umhiillt, so 
isl ein TangenleEkegcl der erste- 
reti, desseii Sclicilel ein Focalpunkt 
diT lolzteren fst, ein Uindreliungs- 

127. Die Rp.ciprolio einer centrisclien t'lache zwei- 
ten Grades in Bezug aiif einen heliebigen Piinkt kann 
auch iiach Analogic der fiir Kegelsclinilte angewcndeten Melliode 
(vergl. „[iegelschn." Art, 398., 399.) ansgeilrnckl werden. Dcnri 
(lie Lange der von irgend einem Piinktc aiif die Tajigentenelicne 
geFallten Normak'n ist iiach Art. 89. 

p = — =J^(«^cos-Q:-|-6-cos'i3-|-c^cos^7) — [x'iia%a-\-}j'co?,§-{-z'cQi.y) 

uiid dalier die Gieichime der ReciprokaillSclie 

(.r^' + yy + zz' + k-^)-^ = «»a:^ + bY' + c^j^. 
So tiat die iincijirokalflaclie in Bezug aiif dss Ccnlrnm die 
Gleichtmg 

«'x' + Sy + eV = k'. 

d. Ii. sie ist eine Flaclie zweiten Grades, deren Axuii die liecipjoken 
'der Axen der gegelienen Flaoiie sind. 

Wir haben im IT. Beisp. des Art. 121. die MeLliode angegebeii, 
nach welcher die Gleiciiinig der Reciproken einer FiJiche zweiten 
Grades in Buzng auf cine andere allgeinein gebiJdet wird. Und 
ivir erhallen inshcsotidere die Reciprokalflaclie in Bezug auf die 
Kugel a? -\- y^ ~\- ^ = ft' durch Substitution von x^ y. z, — Ic^ 
fur I,. |„, I3, I4 in die Gieichung des Arl. 70. in Ebenencoordi- 
naten; oder iiielir symmetrisrh diese letztere Gleicliung sclbst 
kann als die Glelclimig der Reciproken in Bezug auf die Flache 
x^^ + x.^- + x^ -{- x^^ = lietrachtet werden. 

Die Reciproke von der Reciproken einer Flache ist nothwen- , 
dig diese Flaebe seiltst. So insbesondere fiir die Flaclie zweiten 
Grades; wenn wir die Gieichung der Reciproken von der Reci- 
proken einer Flache zweiten Grades a^^x^^ -f- . . . = wirklich 
hilden in der Form Aus;,^ + . . . = als Reciproke von der 
Reciprokalllaclic --'jxli* + ^22^i^ -|- . . . == 0, so finden wir 
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imd durch Einselzung der Werllie der J^ ftrner A[j = -^^«|i- 
Und in gleidier Art allgemein A^ = ^'a,!;. so dass die Gleicliung 
der ReciproUen von der Reeiproken in der That das Product der 
gegebenen Gleicliung in das Quadrat der Discnminanle isl. (Vcrgl. 
j.Vorles." Art. 17. und „Kegelsclin." Art. 80.) 

128. Das Princip der Dualitiil ist ?on der Methede iter reci- 
proken Polaren unabh^ngig in den Enhvickelungen der Art. 38 f. 
begrOndet, aus welclien bervorgebt, dass alle iinsere Gleicbiingen 
eine zweifaehe geomelrische Interpretalion geslatlen und dass sie 
als Gleichungen in Eljenencoorilinalen I; interpretiert die recipro- 
ken Satze zu denen liefern, welche nach der Interpretation in 
Punktcoordinaten ie,-in ihnen enthallen sind. 

Weim die liomogene Gleithung nti'n Grades in den Xi eine 
Flaehe nier Ordnung desbalb darstellt, weil die Verbindnng der- 
selben niit den Gleichungen einer Geraden, d, h, mit zwei in 
den Xi linearen Gleicliungen die Verbaltnisse x^ : x^, x^ix^, 
Xy : x^ zu herecbnen eriaiibt, indeiii sie fiir dieselben n Grnppen 
zusammengehoriger VVerlbe lieferl, nacli dercn jeder eine Grnppe 
von drei El)enen bestimmt ist, die durch die Kanlen A^J^, A^^Ay 
AyA^ des FundamenlaJlelraeders respective hindurchgehen und 
den Punkt enlhallen, dem jene Werihgruppe angebdrt; so repra- 
senliert diialistiscb eiitspreclrend jede boniogeiie Gleicliung «ten 
Grades in den |, eine Hatlie iter Cla e el jele Ebe e 
Si'*-! -f" !j2^ + s-a^j ~l~ 54^^ = derei Co r 1 ale | sele 
fiiedigen eine Tang<nlialebene deraetben t nd turcl j d Ge 
rade n «{lche Ebenen gehin deren Loo I aten a nanlch 
eihalt indeni man die Weilbe der Verlalt se II 

Ij I4 aus del Gleicliung dtr FJatlie und z e I nea en C!e I u 
gen den Gleuhungen zweicr Funkle jei e ( aden Jet nt 
oder indeni nnn fur t? und ? als die Coord na en on z e 
durdi die Gerade gelienden und sie bestmne le CI enen de 
tl -\- k^ als Cooidtnaten dei fiagliiben Ta ^e alebenen I t 

Emsetzen m die Gleicliung durdi Berechnunj, der il r ^e 
genden fleithe von A bestimmt analog der Methode des Art. 75. 

129 Fur die dllgemeine Gleicliung ziveiten Grades in Ebenen- 
root dinaten 

J,A' + ■■■ + ^AAh + ■■ + 2-<,.lili + . ■ - 

mag diess elwas neiter aiisgelulirt ivcrden. 
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Wenn wir |/ -j- kll' fur |f eiiifubren, so i^ntstclit eine m k 
quadratischeCleicliung, welclie in der Form ■T' + SA n+A^^"^0 
geschrieben werden mag. Bcrulirt (Me Ebene %i die Flaclie, so 
ist S' = und eine der Wiirzeln Aq\ lelztern Glcichurig ist k=^. 
Auch die zweite Wurzei wird Null, ncnn 77 = isl ; d. h. die 
CnordinaleD jeder zur Tangentialebene 'U unendlich iiahe benacli- 
barten Tangenlialrbene genugen der Bedingung 
.dS'.^ dZ' , . rf^', . dr „ , ^ „, , „ 

^'^ + ^^^ + ^=^ + ^^^=*^'*'''^'^^^' +--- = ^' 
wclche als Gleicliung erst{;n Grades einen Piinkl reprSseiitiert, 
iiiimlicli den Beriiliriitjgspunlit der Eliene %i, diirch ivelchen jede 
folgende Tangenlialebene gebeii muss Wir kflnnen aber ferner 
die eben erhalLcne nelation als eine solclie belraclilen, die die 
Coorditiateii eiiier Tangenlialobene mil denen jeder andern durch 
iliren Berulirungspunkt gehenden Ebene verbindet und scliliessen 
dann aus der vollkommenen Synimetrie der Relation wie In Art. 
63., dass fur 1/ als Coordinalen irgend einer Ebene die Coordi- 
naten der Tangentialebene der FlSche fflr jedcn PunlU in dieser 
Ebuufi 1/ die Bedingung 

I, z- + g, s; + 1, z; + %, y; = o 

erfullen mCissen; diese slelll aber cineri Punkt dar, durch wel- 
clien also alle jene TangenLialebenen gehen mussen, mit andern 
Worlen, sie reprasenliert den Po! der gegebenen Ebene. Wir 
konnen dann nacb derMelhode des Art. 79. aus der allgemeinen 
Cleichung zweiten Grades in Ebenencoordinalen die enUprechende 
Gleicliung ubieilen, weicher die Punkle der durch sie dargestell- 
len Fliiche geniigen miissen, d. I. ilire Gleicliung in PunkLcoordi- 
naten. 1st die Gleichung eines Punktes der Flache 

a^rii + ^iii + ^s'^s + ^ik = *^' 
iind sind ^j die Coordinaten der entsprechendenTangentialebene, 
so folgl aus den vorlier erhaitenen Gleichungeii, dass fiir J. als 
einen unbestimmten MuiUplieaLor die Gieichungen bestelieii miissen 

1 X,- = ^„ li + -^1, g, + A,3 I3 + A^^ i„ 
X X.; = ^,2 li + ^52 la + 43 I3 + ^24 'U- 
X ^3' = ^,3 li + ^n 'i2 + ^3 h + ^M ^i- 

A */ = ^14 ^1 + ^2i t2 + ^4 h + ^44 k' 

(lie Anflosung derselhen nach |j giebt die Coordinalen der Polar- 
ebeue eiiies belieliigen Puulites und indem "ir ausdrucken, dass 
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diese der gegebeiieii Gleichung des Piiiikles genugen, erhalteii nir 
die durch die Coordinaten Xi eines I'unlttes dcr Flaclie zu erfijl- 
lende Relalion; sie neicht nur durch Vcrtauscliung der | mil den 
X uod der kleinen Buchstaheti an mil den enlspreelienden grossen 
Jit von der in Art. 79, gefundenen Gleidiong ab. 

Es ersclieint unnSthig, wetlere Beispiele dalur zu geben, wic 
alle die vorliergehenden Untersuchungen den entsprechenden Glei- 
cltungen in Ebenencoordinalen angepasst werden kfiiinen. Wir 
liaben aber in dem nun Folgenden unter den einzufuhrenden ab- 
kflrzenden Symbolen Oberail nur Gleichungen in Ebenencoordi- 
naten zu denken, uni direcle Beweise der Bcciprokcn der enl- 
springenden Salze oder der naeh dem Princip der Dualitiit ilini^n 
entsprecLenden Siilze zu erlialten. 

130. Wenn "ir durcli U = 0, F = zwci bcltc- 
bige Flacben zweiten Grades darstiillen, so ist 

(7 + AF = 
die allgemeine Gleichung derjenigen Flachcn zweileii 
Grades, welche durch alle gemeinschaftlichen Punkle 
jener heiden hindtirchgehen; sie reprasentiert, wenn A iin- 
bestimml ist, eine B(!iliR von Flachen zweiten Grades, welche eine 
gemeinschaftlicbe Durdidringungscurve haben. Man kann die Ver- 
einiguDg derselben als ein Fiachenbiischel zweiten Grades 
bezeichnen. 

Da nacli Art. 58. neun Bunkte eine Flache zweiten Grades 
beslimmen, so ist V -^ XF = Q die allgemeinsle Gleichnng einer 
durch acht gegebene Punkte gehenden Flacbe. dieser Art. Wenn 
j; = 0, V =^ zv\ei FiSchen zweiten Grades sind, deren jede 
durch diese achl Punkte hindurchgelit, so wird durch U-\-lV^O 
eine Flache derselben Art vorgeslelll, die diese Punkte ebenfalls 
enthalt, iind die Conslante X kann so beslimmt werden, dass die 
Flache durch einen beliebigen neunten Punkt geht, d. i. dass 
sie mil irgend einer beliebigen die acht Punkle*) enthaltenden 
Flache zneiten Grades zusammenfallt. 



*) Der allgeineinere Auadriick Elenieiite, in wi^lclieni wii' Pitnkfe Jei' 
Flachen und Tangenlenebeiien derselben zuaammenfassen, kann hiev 
nbarall dem eingeschrankteren substituiert werflen. An Stella der rfium- 
ILchen Carve tritt (3ie developpable Flache , wenn man von Punkten zix 
Tangentenebenen ubergebt. 
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Alie (lurch aclit I'unkte gehende Fl5chen zweilen Grade;! 
Iiabeii somit cine ganzc Reihe gemeinscliafUicher Ponltle, welclio 
cine Diirdidringungs- oder Diirchschnittscurve bilden; und aili! 
Fiachen zweiten Grades, welche acht gegebene Ebenen beriilireii, 
liaben eine ganze Fteihe gemeinschaftlicher Taogenlenebeneiij welelie 
eitie bestimmtc abwickelbare Fiacbe erzeiigen, die die gauze Roilic 
vopi Flachen zweiten Grades umbuIlE, dcncn die acbt Tcstcn Ebe- 
nen als Tangenlenebenen enlsprechen. 

Oftenbar liaQii daher das Problem, eine Fiacbe 
zweiten Grades durcb neiiii gegebene Punkte zu be- 
scbreiben, unbestimmt werden; denn wenn der neunle 
Punia der dureh die acht gegebenen Pnnkte beslimmleii Ramn- 
curve angeiiOrt, die der Durchschnitt Ton znei durcb sic gchcn- 
den Flachen zweiten Grades ist, so enlbalt jede durcb die aclil 
Punkte gehende Fliiche zweiten Grades auch den neuolen Punki. 
Zur Besliminung der Fliiche muss daher ein neunter 
nicbt in dieser Curve gelegenei- Punkl gegeben sein. 

Denn wenn ini Allgemeinen fur P = Oj F = als Gleich- 
ungeii zweier diircli acht bestimnite PuuMe gebenden Flachen 
zweiten Grades durcli die SubsUlulion der Coordinaten eines 
neuDleu Punkles iu -|- iF = die Coiislanle I bestimmt wird, 
so geschiebt dies in dem speciellen Falle nicbt melir, wo durch 
diese Coordinaten die Gleicbnngen V = 0, f = idcniisch er- 
fiillt sind, d. i. wenn der neunte Punkt der Durchnittscurvc jener 
Flachen angebort. 

131. Wenn siehen Punkte [oder Tangenlenebenen) 
als ciner Reihe von Flachen zweiten Grades gemcin- 
sam gegeben sind, so ist ein achter diesen Fliichen 
gemeinsamer Punkl (eine achte genieinschaftliche 
Tangen tenebene.) durcb sie bestimmr. 

Denn wenn U = 0, V ■= 0, IT = drei durch jene 
sieben Punkte gehende Flacben zweiten Grades darstellen, so 
wird durcb U -{- i.V -\- jiW = eine beliebige andere diese 
Punkte enthalteode Fiacbe zweilen Grades ausgedruckt, weil die 
Conslanten I und ji su bestimmt werden kfinnen, dass die dar- 
gestellte Flache durch zwei beliebige andere Punkle hindurchgebt. 
Aber die Gleichung U -{- IV ~{~ (iW = reprasentiert oITeiibar 
eine Flache zweiten Grades, welche durcb alie den drei Flachen 
(7=0, F = 0, W = gemeitischaniichen Punkle hindurch- 
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i ICapitel, Art. 13-2. 



gclit; da sich diesolben nun in acht Pnnklen durchschncidert, so 
L'xistii^rt ausser den siebeii gegeLenen Punklen ein besliindiler 
achler Punkt, welcher dem ganzen System von Flachen gemi'iii- 
sam ist; wir nennen es ein Biimle! oder Netz nnd diese aclit 
PunUte seine GrundpunUt.p. 

Obgleieh also iin Allgemeinen acht PiinUte einu Curve von 
doppelCer Krummting hestimmen, welche dcr Durchschnitt zweier 
Flachen zweilen Grades isl, so ial es doch moglicli, dass sie zur 
Bestinimung derselben nichl hinreicben; denn es giebt, wie wir 
eben gesehen haben, einen speciellen Fall, im welchem acht ge- 
gebene Punkle nur fur sieben unabbangige Pnnkte zahlen. 

Wenn wir daher sagen, dass eine FiSclie zweiten 
Grades duroh neun Punkte und eine DurchscbnilU- 
curve von zwei solcben Flfichen durch acht Punkle 
beslimmt isl, so seLzen wir voraus, dass jyne neun 
und diese acht I'nnkte in ilirer Lage vollkommon un- 
bescbrankl sind.*) 



132. AVeun ein System von 
Flachen zweiten Grades eine ge- 
meingchafliiche Dnrch^chnills- 
ciirve hal, d. i. wenn die Flachen 
desselben aciit Punkte gemein 
haben, so geheu die Polarebeneri 
eiiies festen Punktes in hezu« 
auf die Flachen desSystems durcli 
eine feste gerade Linie; oder die 
Polaren eines Punktes in Itezug 
auf die Flachen eines Biischels 
zweiter Ordnung bilden ein Ebe- 
nenbiischel. 



Wenn ein System von Fla- 
chen zweilen Grades derselben 
developpabein Placheeingeschrie- 
hen ist, d. i. wenn die FIfichen 
(lessellien acht gemeiiisame Tan- 
eenleni'benen besilzen. so ist der 
On der Pole einer fesLen Ebene 
in Bezug auf die Flachen des 
Syslems eine gerade Linie; oder 
die Pole einer l<^bene in Bezug 
auf die Flachen eines Bfischeis 
zweiter Klasse biMen eine gerad- 
iinige Piiukfreihe. 



*) Die Entwipkeliing der auf Flachen Iieliebigen Grades btziiglichen 
iillgBmcinen Theorie eiitspriclit ganz der fur hohere Cai-ven giiltigen.") 
(Salmon, „Hohere Carven'' Art, 24— 30.) Wenn eine Anzahl von Punk - 
ten gegeben Ut, die nm Eins kleiner ist sis die Zahl der znr Bestim- 
mung einer FlSehe n'^' Ordnung niithigen Punkte, so ist dadurch eine 
Curve beetinimt, dnrch welehe die P)3elie geht; nnd *enn die Zahl der 
gegebenen Punkte um zwei );eringer iat, ao sind durch sie eine gewisse 
Anzahl anderer Punkte der Fl ache mitbestinimt, namlioli so viel, als eu 
der AnKalil n' nocli feblen. 
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DeiiH wcnii die GleichuDgen P = 0, = die Polarebe- 
nea eincs fcsteii Punktes in Bezug auf die Flaclieii zweiten Gra- 
des f = 0, V =0 respecUve bezeicliocn, so isl P -{- iQ ^ 
die Clcidiung der Polarebenc desselben Punktes in Bezug auf die 
Fladie V -\- ir = 0. 

Insbesondere ist der Ort der Centra aller dersel- 
ben dpveloppabein Fiache eingeschriebenen oder 
arht Ebeiien beruljreiiden Flachen zweiten Grades 
eine gerade Linie. 

133. Wenn ein System von Flachen zweiteu Gra- 
des durcb eine genieinscliafLliche Ddrchstliiiiltscurve 
geht, (oder in eine gemeinscliartliche de veloppa.ble 
Flaclie eiiigeschrieben ist) so erzeugen die i'olaren 
einer festen geraden Linie ein Hyperboloid mil einer 
MantelflacliP. 

Demi wenn P + A£) = 0, P' -\- Uj = die Polaren 
zweier I'nnkle jener geracieij Liule sinrt, so liegt ilire Unrdi- 
sdinitlslinie notbwendig auf dem Hyperlioloid PQ' = P'Q. 

134. Wenn ein System von Flaclien zweiten Gra- 
des eine gemeinPclianiiclie Dirrcliscbnitlscurve hat, 
BO ist der Ort des I'ols einer festen Ebene eine Rauni- 
curvo dritter Ordniing, 

Penn die Elimination von I zitischen den Gieichungen 
P -\- IQ =. 0, P" -\- XQ' =^ 0, P" 4- IQ" = 
giebt das System der Delcrnirnanlen 

\q. q\ o"\^' 

welrhes eine Cnrve dritler Ordnung rcprasenliert. Denn die Fla- 
dien PQ' = P Q, PQ" = P'Q besiimuien zwar eine DurrhschnitlSr 
rurve vierler Ordnung, alier ilieselbe enlhalt die gerade Linie 
p ^ 0, £) = a!s Tbeil, nelche der Durclidringungscurve der 
Flachen PQ" = P'Q' . PQ" = P"Q nicht sngehort. Pie zu alien 
drei Fladien gemeinschal'llidii^n Punkte bililen daher nur eine 
Raumcurve driller Ordnnng. 

Wenn (nadi reciproker Interprela(ion) ein System von 
Fiadien zweiten Grades einer gemeinscbaflMcIien 
develpppabcln Fliiclie eingesclirieben ist, so umbullt 
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ilie Polar el] ene einesfestenPunkLeseiiic develop |iu 
l-'laclie, welclie die Reciprokc ciiiei- Haumcurvo d 
ler Ordnung ist. 



Die Pole einer festeii Ebene 
LI Bezlig auf alle tlie Fliichcii 

zweiten Grades, welclie dieselberi 
ben Taiigenlenebenen begitzeij. 



135. Die Polarcbenen cities 
Puiililes in Bezug auf alle die i 
(lurch sicbeii gegebene Puiikte . 
gelienden Flaclien zweiten Gra- 
des gehen durch einen beslimm- liegen in einer festen Ebene. 
ten feslen Punkt. 

Deiin die Gleicliung der Polare eines festen Puiiktcs in Be- 
zug auf eine der (lurch die allgemeine Gleicliung (/+ kF -}- i^l'F 
= dargestellten Flaclien ist von der Form P ~\- kQ -\- )iR = 
und enthalt daher den festen Punkt, in welcbem die Ebencii 
/> = 0, ^ = 0, iJ = sith schneiden. 

Man liann auf Grund dieses Satzes zu eiiiem Punkle P den 
liarmonischen Pol P* in Bezug auf die Flachen dcs Syslems con- 
struiereni^), indem man fur drei seiner einfachen Hyperboloide 
die Polarebenen einntlelt Sind 1, 2, ... 7 die sieben Punkle, 
"O gehen durch 5 b 7 drei Erzeiigende eines solclien Hyper- 
boloids nanjiich die Tiansversalen zu 12, 34; die zu 13, 24 be- 
stnnmen em /«eites und die zu 14, 23 das drille. Die harnio- 
nisch conjugiei ten Punkle in den Transversalen zu zwei Erzeu- 
gcndcn desselbcn H}|>eibol<iids sind Punkte der Polarebene. 

D-inus ei'niebl sich die Beslinimung der Polarebene von P 
in BezUn auf die durth neun Punkte 1, 2, ... 9 gegebene 
Obcrflache zweiler Ordmmg; sie enihalt die harmoniscben Pole 
7u P in Be7ug auf die Systeme durch die Punkle 1, 2 ... 7; 
12 6 8 und ] 2 ... 6. 9. Dauiil ist aber die Flache 

zneilei Oidnung "selbst linear consditierl'*) und man ermiltell 
leichi ibi (.enlrum und tin Syslera von drei einander conjugier- 
ten Durtbmesaet n 

Dagegen ist dei Ott des Pols einer Ebene in Bezug auf die 
Hachen des Systems ein(, Flflche dritter Ordnung. Ans Art. 134. 
cikennt m^n audi das" der Ort der Spitzen der durch die sie- 
ben I'unkte gehenden Kcgeltlachen zweiten Grades eine Curve 
sei^hster Oidoung isl die auf der vorigen Flache lirgt. Sie ist auch 
del Oit solcher Pole deren Polarebenen in Bezug auf die Fla- 
ibcn des S-^ tems em Buschcl bilden. 
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136. Aus dem Umstande, .<l3ss die Discriniinante in Iteziig 
auf (lie CoiiiridenUn der Gleiclimig' vom vieiteti Graile ist, folgt, 
dass die Grosse I aiis einer biquadraLischen Gleichung beflUmml 
werden muss, weDn die Gleichung U -\- KV^d, die allgemeine 
Gleichung der eiriem eiiifaciien System angehCrigen Flaclieii, eioeii 
Kegel darstelien soli. Daraus ergiebt sich, da as durcli die 
DurcliscUiiittsiiiiie zweier Flaclieu zweilen Grades 
vier Kegel zttcileii Grades hindurCligelieii. 

Wenn i; eiiie der vier Wurzeln dieser Ijiquadiaiischeo Gleicii- 
ung lii'zeicliLiel, su beslimnien die vier Ebeneii 

A\3sdi ihren DurcbschniU die Sclieitel dieser vier Kegel; oder diese 
PuiikLe sind gegeben als die vier dui'ch die DeterrainanteiireUie 

i| f/,, fj, V^, t/jij 
'I ^r ^i' f's- ^a'\ 
beslimmten Punkte. 

Dieselben vier Punkte siiid diejeijigeu, dercn I'o- 
laren in Bezug auf alle die gemeiuschaftliche Curve 
enthalleiiden Flacbcn zweitcr Ordnung in eine Ebene 
zusamrnenfalleii. 

Denii die Aufstellung der Bediiigungen, utiler ivelclien die 
Ebenen 

x^^v; + x.^v.i + a-gO/ + .T,f/.; = 0. 

*i f^i' -I- ^2 ^1 -f ^3 'V + ^.i f-i' = 
ziLsaminunfallen, fijbrt auf dieselbe Reilie von Delerminanlen. 

Ebenso giebt es vierEbeneii, deren Pole in Bezug 
auf cine Reibe von Flacheii zneiten Grades ziisammen- 
fallen, welche derselben developpabeln FlScbe ein- 
gcschriebeu sind. 

Beispiel. Die ScheilelkanU p dcs Buschels der Pohu- 
ebenen einesPunkles in Bezug auf ein Flaclienbiischei zwcitcn 
Grades (Art. 132.) Ijeslimml mit don Piinklon dcs gemciiisamen 
Quadfupela barraoniscber Pule dei- Fiachen vier Ebcncn von 
conslantem Doppelverhaitniss. 

Fur 1/ = 0, (/' = als zwei Flacheii dcs Duscbds und « = 0, 
(/ = als die Cleicliungen dor Polaroboncn von Pin lieuig auf diesd- 
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e der I'Vi- 



lien ist 3.U -|- M ^0 die Gleidiung lier Polarebeiie von P in Beziig auf 
die FiSche lU ~{- V = d«s BQschels. Siod ,hnn 

V = a,,x^ + . . . . V ^ «,,X^ + ..... 
so gelien die Ebenen 

Aj„ -|- «' = 0, 1,« + m' = 0, AjM + «■ = 0, !,« -|- u' == 
durch die Fundameiiialpunkle ^| , ^j, A.j. A^ respcclive, d. i. duicli die 
Punkle des genieinsameu Quadrupels fur diejeuigeii A,-, welclie den Rc' 
dingiingcn 

genilgen. Das Doppelverhaltniss der vier Ebenen ist also von iler Loge 
rtes PunkLes P unabli3ngig. Wenn P in der gemelnsamei 
chen liegt, so ist p die enlspreciiende Tangente derselbeii 

Djeselben Fornieln zeigeti in den VariaJieln |j inlcrpreliert, dnss 
die Pole einer Ebene in Bezug auf alle die Pliiclien der dersel- 
ben Devoloppabeln eingeschriebenenScliaar von IMadicnz wel- 
ter Classe eine geradlinige Rnilie bilden, in welcher die den 
vier Ebenen des gemeinsamen Quadrupels angeharigeii Punkte 
eine Gruppe von unveranderlicbem Doppelverhaitiiiss liefern; 
so insbe sonde i-e ffir alle Eraeugenden der gemeinsamen DevHopp.ibeln. 

Da die Cileicliungen der beiden crslbelrachletcn Flucbcii zweilen 
Grades in den |i durch 

<•« «.. 'u l,= + . . . - 0, »„- «„■ .„' I,' + ... - 
ausgedruckt werdon, so gellen fur die Parameter der Schnillpunktc der 
Polreiben in den Fundatnentalebenen die Glelcliungen 

A,«j3 flgj «„ + «„' a^; a^^ = 0, etc. 
iind die Biltiung des Doppelverliailnisses 

^1 — ^3 , Xj — ^4 

h— h' h - h 
zcigt, dass es in dieseui Falle wie iin vorigeri den nHmlicbeji ZahJenwertI] 



"ifis ■ 



ffjffj fljOj - 



Daniit ist ein Complex zweiten Grades (Arl. 53.) eharakterisierl, 
■la desseu aljgemeiner geometriscbeu DeHnition wir durcb folgende Ueber- 
legung gelangen. Durch die Construclionen Leidt-r Saize Ireten zum pri- 
miliven Punkt- oder Ebenensystcra des Raumes die beirten ibm reciproken 
Ebenen- oder Punki-Systeme, welclie nacb Art. 50, 3 die ersle uud zweite 
Fiacbe zvveiLen Grades erseugen. Dlese letztern Raume sinil nolliwendig 
collinear (a. a. 0. 2.) und die Geraden des Complexes sind niclils anderes 
als die Verbindungslinien der entsprechenden Paare von Punkten und zu- 
gleich die ScliuiUlinien der enlsprecbenden Paare von Ebenen derselben. 
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vvelche durch Verlausehung der py timl %( zugleich die andeie Erzea- 
gungsweise des Complexes ausdruetl. 

137. Wenn die Flache F = in znei Ebeiieii i = imd 
jtf = zerfallt, so gelit die Gleicliung V -j- IF = iiljcr in 
V + iijW = 0, welcher Fall einer hesondern Untersuchuiig be- 
darf, Dachdem in Aft. 109. der Fali sclion utitersucht ist, in «el- 
chem auch f = in zwei Ebeneii lerfallf. Im Allgemeinen ist 
die Durchdringung zweier FISclien zweilen Grades eine Curve 
vierter Ordnung; aber der Dnrchschnilt von E7 = mit einer 
der Flaclien -\- iiiW ^ reduciert sich oifenbar airf die bei- 
dcn liegelschnitle, in uelclien V = die F.benen i = 0, M = 
schneidet. 

Jeder PiinltL der geradeii l.inie Z = 0. il/ = biit 
in Beziig auf alle Flachen des Systems U + ILM = 
dieselben Polarebenen. Denn wenn P = die Polartbenu 
eines Ponktes in Bezug anf (7=0 ist, so ist seine Polarebeiie 
iD Bezug auf U + ILM = Jufcli P + i.{L'M + ZM') = 
aiisgedruciit, Was sich fiir 7/ = 0, JI/' = auf P = redn- 
ciert. So liaben insbesondere in den beideii Durchschnitlspunk- 
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Un (ler Geraden i = Jtf = mil der l''la(;lie U = alio FIS- 
clien ties Boschels diesellie Tangentialebeiie. Unil die Form 
U -[- XLM = kann also a!s Gleicliung eiiies Systems von Fla- 
cheii zweiten Grades bezeichnet werden, die mit einander eiiie 
dop.pelLe Beriilirung Iiaben. 

Umgekelirt zerfalit die Durchdriiigurigsciii've von zvvei sitli 
doppelt beriihrenden Fiacbeii zweileii Grades in zwei liegelselinitte ; 
dena jede durcb die beiden Beiuinungspurikte und eiuen I'unkl 
der Durchdringung geiegie Cbeoe scimeidBl beide Flacben in 
KegelscbiiiUen, weldie drei Puokte und die rangeiiien in zHuien 
dersetben, den BerubrungspunkLeii n-imlicb B'=nis'"saiii liabeii iind 
daber identiscb sein miissen. 

Ausser den I'luikten der Geraden L ^= M ^ esistieren 
nocb znei eitizelne Punkte, i^'elche in Ite^ug aut alle Flacben di^s 
Systems die namlicbe Polarebene baben und desbdlb nach Art. 
136. die Scheilel von Ivegeln zweilen Grades aind die die beiden 
StbniUcurven enlbalten. Fiir solcbe Piinltte muss die Polarebene 
J> = in Bezug auf 1/ = mit det Llent LM-\- IV = 
der Pohrebene in Bezug auf LM ^ ) idi,nlis(,h liLm Ueil dann 
die Polaiebenc des Punktes ni Bezu„ aul V ^ duicb i =0, 
jtf = (1 gebt so muss dei Puukt ellsl ni dei Pohihnie dieser 
Ceradtn d b in dei Diirchscbmttsbnie der Tinoentialebenen 
von f = in den Schnitlpnnkten mit i = ¥ = Uegen. 
Wenii liesu Polarlmie die FldUie o = in ^ ^ und Zjy= 
in B £ scbneidel so aind die fraf,bcbpn Punl te die Bienn- 
oder Doppelpiinkte F F dei duicb A4 BB beslimniten Invo- 
iulion; deiin da FS' mit Ad sowobi wie niit BB' eine harmo- 
nisdie Gruppe Widen, so gebt die Polarebene von F sowobi in 
Bezug auf (7 '^ als in Bezug auf LM = durcb J", und um- 
gekehrt. 

In analoger Weise werden alle Flathen des Systems durcb 
zwei Kegel zweilen Grades umbulll. Denn fur den Scbnittpunkt 
der beiden gegebenen gemeinsamen Tangenlialebenen mit irgend 
einer dritten gemeinschaftlicben Tangentialebene als Scbeitel baben 
die Tangentenkegel aller FIficbcn des Systems drei Tangenlial- 
ebenen und die Derubrungsei'zeugende.n in zweieu derselben ge- 
mein und sind dalier identiscb. Die Reciproken von zwei sicb 
doppelt berubrenden Flacben zneiten Grades sind wieder zwei 
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sicb doppelt berulirende Flacben zweiten Graces unci den beideu 
Ebenen der Durchdringung dcs eiiien Paares eiitsprechen die bei- 
den Spilzen der gemeinscliaftUchen Tangenlenkegel des anderii 
Taares, 

138. Wuiin zwci Flachen zweiten Grades eine driLle 
Flaclie dieser Art in der uamticlien ebenen Curve 
schneiden, so baheii die Ebenen derjenigeo Curven, in 
welchen sie dieselbe uberdiess durcbsclinetden, mit 
der Ebene derjenigen Curve, welche sic selbsl nocli 
mit einander gemein haben, einerlei Durcbschnitts- 
linie. 

Denii die Flachen V -\- LM = 0, V -\- LN = besUm- 
men mit einander ebene SchniUe, welehe durcb die Ebenen 

L = 0, M ^ N = 
gegeben slnd. 

139. Die abnlicben Flachen zweiten Grades ge- 
horen zu der ebeii discutierten Klasse. Denn zwei Fla- 
chen zweiten Grades sinil — die bci der Betrachtung ahnlicber 
Cursen zweilen Grades gebraucbten Criinde beweisen es*) — 
ahnlich und ahnlich gelegcti, wenn die Glieder vom zweiten Grade 
in den Gleichungen derselben liliereiHstiramen. Der geome- 
trische Sinn dieser Bedingungen ist in der Existenz 
des Aehnliclilteitscentrunjs, dem Parallelism us der 
Axen und ilirer Verhaltnissglcichheit ausgesprochen. 
Ihre Gleichungen sind also von der Form (7=0, V'\-cL=0\ind 
wir seheo daraus, dass zwei solche Flachen zweiten Gra- 
des einander in einer ebenen Curve dur chschnciden, 
wShrend die Ebene der andern Durchschnittscurve 
in unendlicher Entfernung ist. Wenn wir drei ahn- 
liche und ahnlich gelegene Flachen zweiten Grades 
betrachten, so gehen die drei Ebenen ihrer endlichen 
Durchscbnittscnrven durch dieselbe gerade Linie. 
Endlich besitzen die sechs Ebenen der Durchschnitts- 
curven von vier solchen Flachen einen gemeinschaft- 
lichen Punkt. 

AUe Kugcln sind ahnliehe und ahnlich gelegene Flachen 

*) Vergl. „Analjt. Geoin. der Kegels chiiitte" Art. 237. 
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zweiten Grades; es ist die Consequenz dieser ilirer Natur, dass 
sie einen gismcinschartlichen Durchschnilt in UQendiicher Entrur- 
nuDg haben, einen Durchschnilt, welcher offenbar ein imaginSrer 
«rcis ist. 

Ein ebuner Querschnitt oiner F I aclie zweiten Gra- 
des ist ein Kreis, wenndiejenigenzwciPiinkle, inwel- 
chen seine Ebene diescn unendlich enlfernten imagi- 
naren Kreis schneidet, ihni anguhoren. 

Wir kunnen daraus direct dieZahl der Auflosungen er- 
kennen, deren das Problem der Beslimmung der Kreis- 
sthnitte einer Flaehe zweiten Grades fahig ist. 

Denn die Schnillcurve der Fliiche zweiten Grades mil der 
unendlich entfernten Ebene nird Ton der Sclinittcurve einer Ku- 
gel niit derselben Ebene in vier Punkten geschnillen, welche durch 
sechs gcrade Linien verbunden werden honnen; die durch irgend 
eine dteser Geraden gehenden Ebenen schneiden die Flache zwei- 
ten Grades in Kreisen. Die seclis geraden Linien theilen sich in 
drei Paare, von denen jedes einen der drei Punkte als scinen 
Durchschnittspnnkl bestimmt, welche in Bezug anf die Durch- 
schriittscurve der Flache zweiten Grades und die der Kiigel die- 
selbe Polare haben. Diese drei Punkte beslimmen die Richlungen 
der Axen der Flache zweiten Grades. 

Ein Krei'ipunkt ist iiach Arl. 106. der Beriihrungspunkt einer 
Tangentialebene, welche durch eine dieser sechs Geraden gelil; 
es giebt also in allem znolf KreispunkLe, von denen nur vier 
reell sind. Und da die Eizeugenden in der Tangentialebene einer 
Flache zweiten Grades, welche durcb eine gegtbene Geradc geli', 
notliwendig die beiden Punkte entlialten — eine emen — wlIcIic 
diese Gerade mil der FISche gemein bat, '*o muss jtdtr der 
Kreispunkte in einer von den acht Erzeugenden liCgen die durch 
die Tier in unendlicher Feme geiegenen der Fliche zweiten Gra- 
des und einer Kugel geineinsamen Punkte geben d h die 
zwSlf Kreispunkte einer Flache zweiten Grades lie- 
gen zu je drei in acht nicht reellen geraden Linien.") 

Eine Umdrehungsflacbe ist diejenige Flache zwei- 
ten Grades, welche mit einer Kugel eine doppelte 8e- 
riihrung in unendlicher Enlfernung hat. Denn eine 
Gleichung von der Form a:^ + 2/^ "f" '^^^ =^ ^ kann in der Form 
(«' + / + >'- ■•') + {(" ~- 1) '-■ "- {!> - >■')} - 
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gescliriebeo werdeii, deren leUler Theil die VerbindQng zwuier 
Ebenen reprasentiert. Es erhellt auch, wie in diesenj Faile nur 
eine Stellung reeller Kreissclmitte vcrlianden isl, welclie beslimml 
'sL ditrch die VerbinduDgslinie der Berilbrungspunkte der unend- 
lich entfernten Schnitte der Fiacbe zweilen Grades und der 
Kugel. 

140. Wonn die Ebenen Z = und M =' zusammen- 
fallen, so gebt die Form U -j-XlM^^O ubfir in ff+U' = 
welcbe einenDiJscliel von Flkclienzweiten Grades dar- 
stellt, die mit der Flache U = in jedem PunUte ihres 
Durcbachnitts mitder Ebene L=0 cine Beruhrung 
baben. 

Zwei Flachen zweiten Grades konnen sich nicht 
in drei Punkten berfihren, ohne dass sic sicb langs 
einer ganzen ebenen Curve beruhren. Deon die Ebene 
der drei Punkte sclineidet sie in Kegelsdinitten, welcbe dlese 
und die entsprechenden Tangenten genieiii haben und daher ideii- 
llscb sind. 

Die In dem Beispiel des Art. 78. gcgebcne Gleicbung des 
Tangenlenkegels einer Flache ist eln specieller Fall der bier be- 
lrachteten~Gleicbungsform B = L\ 

Auch zwoi' coocenlriscbe und ahnliche" Flachen 
zweitenGrades J7^0, U — c^-=Osindalseinander 
umbiillende zu beCrachten, bei welchen die Ebeneder 
Beriihrungspunkte ganz in unendlicher Enll'ernung ist. 

Jede Ebene schneidet die beiden Flachen i/=0, 0— L'=0 
nach Curven zwelten Grades, die elne doppelte Beriihrung baben, 
und wenn der SchniU der einen auf cinen punktforinigen , d. i. 
unendlich kleinen Kreis sich reduciert, so ist dieser Punkt ofTen- 
bar der Brennpunkl des Scbnlttes der andern: 

Wenn also eine Fiiche zwelten Grades eine andere 
Flache dieser Art umhiilU, so schneidet die Tangen- 
tenebene in einem Kreispnnkte der einen die andere 
in einem Kcgelschnitte, fiir welchen dieser Kreispunkt 
ein Brennpiinkt ist. Und wenn die elne dieser Flachen eine 
Kogel isl, als fijr welcbe jede Ebene eine Krelsscbnittebene und 
jedor Punkt ein Kreispunkt ist, so schneidet die Tangentenebene 
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(ler Kugel die anilore Flache in einem KegeUcImilt, weicher ihren 
BerOlirungiipunlU zum einen Breonpunkl hat.*) 

Wena man den Aiifaiig^punkt der Coordinaten in den be- 
Irachteten Kreiapunkl unci die Ebene xy in die entsprecliende 
Tangentenebent'. verlegt, sp erlialt man als den analyliscben Aiis- 
druck (lieser Satze (las Ergeliniss, dass fur z = die GrSsse 
V — i^ sich' auf 3^' + !^^ — /^ = reduciert, so dass sie 
einen Kegelsclinitt bezeichnet, weicher (!en Anfangspunkt zum 
Brennpunkt und die gerade Linie I, die Durchschulltslime der 
Schnitlebene tnit der Ebene der Beriilirungsciirve, zur Din;(:- 
Irix hat. 

Zwei Flachen zweiten Grades, welclie von derscl- 
bcn dritten FUche zweiten Grades umhulll werden, 
schneiden einander in ebenen Cnrven. Denn offenbar 
baben die Flaclien V — L'> = 0, P — if = die Ebenen 
L — i)i = i + W = zu ihreii DiirclmchriilUpbcnen Die- 
selbLii liiJden mit den Lbeiieii dPi EcHihiuiig ein liaimoniirlies 
Buaubel 

Man lindet iempr Uenn drci Flachen zweilen Giades (lurch 
ditselbe »ieite iiiuliullt nerden ■so geben die Ebenen iliier Durch- 
schnitlscurven zu dreien durcb gerade Limen aus dem SlIiulu- 
punkt ihrer Eben<n der Berubiung 

Set!>pitl Man speeialisieie dea Salz fur dte umacbnebeiiLn FlUchcn 
als Kegel und bilde den duiUtsUscli entspieclipnden Satz Tfli dui clienc 
Si.luJilte emei PlSche zneiten Hiidts 

141 Die (jleitbung aL'^ + bJil + clS'' + rf/ = 0, 
in wclcber L, M, N. P hiicare Polynome, also i = 0, 
M=0, iV = 0, P = Ebenen bezeicbnen, ist die Gleicb- 
ung einer Flache zweilen Grades, fiir welche jede dleser 
vier Ebenen die Polare des Punktes ist, in welchem die 
drei andern sich schneiden. Denn aL- -{- *^" -|- ciV* ^ 
isL die Gleichung eineS Kegels, der den Piinkt Z = 0, W = 0, 
iV ^ zum Scheitel bat und der Vergleicli niit der Gleichung 
der Fl5che zweiten Grades zeigl, dass derselbe die Letztere bc- 
ruhrt und dass P <= die Beriihrungsebene darslellt. 

*) Diess ist die all gem ein ere Form, weltlie das Theorem von Daii- 
delln iiber die Suhultte dee Umclrcliungsltegels aunimmt, auii dem man 
die Tlieorie der Kegolschnitle so leicht elementar entwickelt. („Kegel- 
Bcjbnitte" Art. 413.) 
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Solclie vier Ebeiien bildeii eiii in Bezug auf die 
Flache sicli selbst conjugierles Telraeilcr, oiler dn Q u a - 
dru^e! Iiarmonischer Polarebenen der FISche, analog den 
in der Tlieorie dyr KegelschotUe belrachteten sicli selbst conju- 
gierten Dreiecken. (Vergl., „KegeUcbnilte" Art. 303 f- 357 f.) 
Seine Ecken bezeichnen wir als ein Quadrupel harinonisclier 
Pole der Flaehe. Die deei Paare seiner gegeniiberlie- 
genden Kaiiten sind Paare reciproker Polaren in Be- 
zug auC die Flache. Aus einer von ihnen bestimmt sich die 
gegenfiberiiegende enhveder als die Durclischnillslinie der Polar- 
ebenen zwcier in ihr liegender PunkLe oder als die Verbindungs- 
liuie der Pole zweier durth sie gehender Ebenen; speciell als 
die Durchschnittslinie der beideii Tangenlenebenen der Flache in 
den PunkteiJ, wo die gegebene Gerade sie schneidet, oder als 
die Verbiiidungslinie der Berriliriingspuiikte der Tangenlenebenen 
der Flache, welcbe durcli sie hindurcligehen. Auf analoge Weise 
bestimmt sich, wenn eine Ecke des Tetraeders gegeben ist, die 
gegenfiberiiegende Seilenflache desselbcn und umgekehrt. Denkeii 
wir uns dann eine SeiLenflache nillkurlich gewahit, so ist ziir 
Bestinimung eincs sich selbst conjugierten Tetraeders, dem sic 
angehSrl, in ilir i;ine gerade Liiiie als Kante und in diescr ein 
Punkt als Ecke ^lilikiirlich festziisetzen mid daniit erst das Te~ 
Iraeder bestimmt. Diess enlspricht genau der Zahl von iiberzali- 
ligen Conslanten, welclie die allgemeine Gleichung aL"^ -f~ *^^ 
-|- ciV^ -{" ^^^ = eiilhalt; deun diese Zaiil ist sechs, nnd e.s 
entsprechen drei von ihnen der Wahl der Ebeno, zwei dor gc- 
raden Linie in ihr, und eine, die Letzte, dec Wahl des Eckpiuik- 
les in dieser. 

Man sieht leiclit in den Siilzen, wonacli je zuci Eckpunklc 
eines Telracders mil den Durchschnitlspunkten der sie verbinden- 
den liante in der Pliiche eine Beihe harmonigcher Punkle, und 
zwei Seilcnebenen eines solchen Tetraeders mit den beiden durcli 
ihre gemeinschaflliche liante gehendenTangentenebencn der Flache 
ciu harmonisches Biisehel bilden, fernere Constructionsmiltel fur 
dieselbe Anfgabe. 

Wir bcnierken noch, wie die Tbeorie der conjugierten 
Durcbmesser nnd Diiimclralebenen, der Asymptoten- 
kegel etc. mi t specialisierenden Bestinimungen dieser 
Theorie der sicli selbst conjugierten Tetraeder zii- 
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saminenhangen. VVenn eine der vLer FlaeliPii Jes TetraeilKrs 
unit der unendlich enlfernten Kbene zusamincnralU, so rcduciert 
sich ilir analytisches Symbol auf eine Conslante und die allge- 
meJDe Cleichungsfoim dcr gegeiiH'artigeii U^trachtung auf die 
einem System conjugierler Dnrtlimesser und DiaoietralebL-nen eiit- 
sprecbenden der Art. 70., 81 f. Eine grosse Anzalil der an diese 
sicli anschliessenileii SStze lasseti sich hier als Speeialfalle der 
allgemeinen Theorie erkennen. 

Im Art. 136. ist bewiesen worden, dass fur zwei gegebenc 
Flacbpn zweiten Grades imnier vier Ebenen existieren, welclien 
in llezug auf beide die namlicheii Pole entsprechcD. Wenn man 
diese Ebenen diircli i = 0. JI/ = 0, N = 0, p = bc- 
zeichnet, so nerden die Gleichungen beider P'lacben in 
(lie Form 

«i» + 6*5 + cN^ + dP"^ = 0, a'i* + b'M'^ + c'N'' -\-^P'' =. 
transformiert. Die MoglichUeit dieser Transforma- 
tion kaiin aucb a priori aus der Zahlung dcr Conslan- 
ten erkannt werden denii die Polyuome Z M JV i" enlbal 
ten implicite je drei Constmten und die gedachlen FoimLn der 
allgemeinen Gjeiehung entlialten lussLrdem drei Con<itanlen ex 
plicite; das System deiselben 'ichiiesil sorait achtzehn Constanten 
ein und ist daher hinteichend allgeniein urn die Gleichungen von 
irgend zwei FlSchen zweiten Grades zu erselztn Dass sicli diese 
Transformation auf allc riathtn eines Buscbtls erslieckt hegl m 
der Natur der Sadie, 

In derstlben Art scheiiien diL Gleichungen \on diei Phchen 
zweiten Grades in die Form 

«"£s ^ 6"ji/2 _j_ c"N^ + d"i>^ + c"£)' = 

gebracht werden zukonnen, fiir J, M, N, P, Q olsfunf Ebenen, deren 
Gleichungen die identisclie Relation L-^-M-^-N-^-P-^-Q^O 
erfiillen. 

Denn jedes der funf linearen Polynome entlialt drei Constanten 
und jede Uer obigen drei Gleichungen uberdiess deren vier, so 
dass die Gesammtzahl der Constanten des Systems siehcn und 
zwanzig ist; dasselbe erscheint somit allgemein genug zum Aus- 
druck von drei beliebigen Plachen zvteiten Grades. 
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Beispiel. Ill Art. 354. dcr ..KcgelscIiniLle" isl gezeigl, class die nelit 
DeruhrungspuDhte zweier Kegelschnille derselbeti Ebene mit Miren gcmeiu- 
samen Tangenlen in eJDera KegelschniU liegen, der der Ort der Sclieilel 
harmonischer TangeDlBubuscliet jeoer bcideit hi und mit ihoen d.isselbe 
Tripel liarmoniscliui' Pule hat; sowie feriiGr, dass die aclit Tangeiilon der- 
selben in ihreu gemeiosameuPtiuhleu einrn KegelscbniU bcruliren, ()er die 
Enveloppe derTriigerharinonischerPLinhlepaiire jenen beiden und noch dem- 
selbcn Tripel conjtigicrt ist. Wenn man von den gegebenen Kegelsebnilten 
cine Ceoiralprojection macht, in welclien die eine Seile ties gemeinsamen 
Tripels ziir unendlich fernen Geraden wird, so sind die Bilder concentrische 
Kegelsclinitte und die and era Sei ten das gemeirisame Paar ilirer conjugier- 
ten Durehmesser. Die aitgeriihrlen SSlze ergeben sich unmiELelbar. Ana- 
loge Saize gelten filr drei Fiaclien zweilen Grades, welclie ein gemein- 
sames Quudrupel liannonisclier Pole besitzen und lasseii sicb ebenso 
einfacli beweiseii: Fur drei solche Fliclien berQIiren die 24 Tangenllal- 
ebeni'n in ibren aclit gemeinsamen Punklen eine Flflcbe zweiten Grades 
und die 24 Beriihrutigspunkte ibrer acht gemeinsamen Tangentialebenen 
liegeii in einer Flaclie zweiten Grades, die 24 Taiigenten ilirer gemein- 
samen Cur'veu in jencr und die 24 ErKeugenden ibrer gemeinsamen Deve- 
loppablen in dieser ber&hren FMcben zweiten Grades, welcbe alle dasselbe 
Quadrupel haben und ron deren letzleren die eiiien zugleicb rou alien 
TrSgeru tiMrraonlKclier Schnittpuijklpaare, die anderu von alien Sclicilel- 
hanlen harmonise I icr Tangenlialebenenpaare beruhrt werden. ^^) 

Wir deniten die Fiachen auf das gemeinsame Quadrupc! liezogen, 
also in den Gleichungeo 

anagedriickt und setzen ji,-, z,- als zwei Punltte einer Geraden von den Co- 
ord ina I en p;;t voraus, welclie mit ilinen barmonisclie Paarc von Sdinitt- 
punktCD keslimml; dann erltenntman leicbt als dicDedingungsgleicbungen 
(vergl. „Kegdscbnilte" Art. 335, Aufg. 4.) 

0=(c,fl3 + C„«^)iO,/ + , = [fl,6, + «3MV + 

Die Geradc Pik aber berQbrl die FISclie zneilei OidnuOo 

«1S^]* + "jtV + '*3i'^j' + «4i^4'' = , 

ivenn die feinere Bedingung erraill iat 

= «2in3ip23^ + «|J-a4*Pl*^ + "3l«i"^ Pai' + ^hh»ikP'!i 
+ "lia^!: Pi2^ + «si04l Psj^- 

Man kann nun iwiscbcn diesen vier Gleicliungen drei der Quadrate der 
Pile elimiiiicrcn und erhalt drei Glcichungen zur Beslimmung der VerbSlt- 
nisse von dreien der CoefGcienten «jj, zura vierlen; aber man erhSlt vier 
Gruppen von Werthen derselben und somit vier Fliichen zweiten 
Grades, welcbe der Bedingung entsprechen. Dass die Tangep- 
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Icn (Icr paarwcisG geiKeinsaoien CQrven in den gemeinschaflliclien Punklen 
uud die Erzcugendeii der paarweise gemeiiisamen DeveloppaLeJn in den 
gemeinschaftliclieii TaDgeiitialebeneri diese FISchen gleichfalls berfiiiren, 
ist geometrisch evident. 

142. Die geraden Verbindiingslinien der Ecken 
eiiies Tetraedurs mit den etitsprechenden Ecken des 
ihm ill Bezug aiif eine FISclie zweiten Grades polaren 
Tetraeilers gehfireii zu dem namlichen Syslem der 
Erzeugenden eiiies Hyper holoids mit einer Mantel- 
flSclie. Die Durchschnittsliniisn der entsprechenden 
FlaclieobeiderTetraederhesitzen dienamliclie Eige'ii- 
schaft. 

Das Rcsultat der Substilution der Coordinaten irgend eiiics 
Punktes 1 in die Gleiclmng der Polare eines sndern Punktes 2 
ist idenlisch mit dem Resullat <)er Substitution der Coordinaten 
von 2 in die Gleichung der Polare von 1; sei dassellie durcli /^g^ 
bezeichnet, walirend die Polare von 1 diirch Pj = dargeslelll 
wird. Dann ist die gerade Linie, welcbe den Punkt 1 mit dem 
Durdischuittspimkt der Polaren P^, P^. P, verbindet, durcb 



ausgLdriickl dinn diLse Gleirhungen bezeithnen eine gerade Linie, 
nelclie duich den *lchnitlpunkt vou P^ Pj P, liindurLlijelit und 
&ie weiden diiich die Coordinaten von 1 betnedi^l VVir macben 
die Bezeicbnung iiocb gesthlossenii wenn wir die tier Polar- 
cbenen durch i, ic i^, x^ uud die Gifissen Pj, P,„ P,^, P,, 
duicb Qjj a, 2 djt "14 d h duitb dieaelben Buclisiaben bezeieb- 
nen duich welche wii die foefflcienten ion ^,'' ariij XiX^, x^a:.! 
la del allgememen dleicbung dei lilaihen zneiten Gndes aus- 
gedruckt baben flenn wii dieae Giumllagen di,r Btzeicbnung 
aufdie ubiigen geiadenLinien aiisdehnen so tiind die Cleidiungen 
der vier von dem "^atze bezeichnelen Giraden 



Die Bedingung nun, iinter b either eine beliebige Gerade 
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169 



die ersle dieser Lmien schneidet, wird crhallen, indem man xi 
zviisFhen den Iclzten beiden Gleichungeii eliminiert und ist 

«i2 (iiW - hv + "la [ills' - ii'y + »t4%i: - ^1%) = 0. 

In derselben Art findet man die Bedingurigen fiir das Durcli- 
schneiden dieser Ceraden mil den drei andern geraden Linien 
wie foJgt 

a,, (1,1,' - t,%] + a,, (|,V - I/I3) + «,, iU: - i,'l,> = 

«i3 Ui - k%} 4- «2i, U2 - h%) + "Bi iU: - k'k) =0 

«,4 (i,ii' - k%) + «24 d^i^' - i.'y + «34 ci„^3' - s/y -0; 

da die Summe dieser vier BedingungsgleicliuDgen idenlisch ver- 
schwindet, so ist jede derselben eine Folge der drei andern, d. Ii. 
jede gerade Linie. welclie drei der betracliteteii Geraden schnei- 
det, begegnel audi der vierten unter iLnen, welches die [ieliaup- 
lung entliall*). 

Die Cleicliung des Uyperliolnids selbsl v\ird nacli den Mullm- 
den dt's Art. 114 in der Form 

= ["23*4 *'3'1^2)[''l3'''4 «n'*^a) ("l2^t~ "24^1) 

Oder in der andern erhalten 

(«n«S4— «2l''l3){«28^4a^l+«ll'P2*3)+(«iS«24-°4«23)[«12*4^3^'^^'''-f;) 

143. Der zweile Theil des Salzes entspriclit deni ersten nacli 
dem GeseUe der Dualitat; wir geben aber als eine Uebung etnen 
besondern Beweis desselben. Wenn die Jn, die fiedeuLung des 
Art, 67. in Bezug auf die a,! des vorigen Art. baben, so ist die 
Gleichnng der durch die Punkle 1, 2, 3 bestimmten Ebene 
-^14*1 + ■^j4'*'2 + -^34^3 + -^41^4 = ^ ""tl '''S Gleicbungcn der 
vier geraden Linien des Salzes sind 

a7j = 0, '^i2iB2 + ^is^s + -^11^1 = *5; 

flTj = 0, ^jjs:, + ^j^a^a -j- ^^a:^ = 0; 

x^ = 0, Jj^Xi -{- -ijaa^j + A^^x^ = 0; 

x^ =^ 0, -^[^iCi -|- -^ji^^j -j- A^jX^ = U. 
Eine beliebige gerade Linie 

ii^^i + 12'^2 + 1=^3 + ii^4 =0, i,'^ + i/*-j + ^.-x, + i;.r, =0 



*) Verglekbe ,,AiiiiIyl;, Goomettie dci' Kcgelsclioitte" Art, 130,, 351. 
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170 Siebentes Kapite!. Art. Hi. 

scliiieidet jcde derselben, wenn die vier Bedingungen 

^12 iu: - h%) + A^ ihh' - ^4%) + ^u {^2 - ^;^3) =0, 
Ai ik%i' - Uk) + -^.4 iu^ - i/ii) + ^.s u: - ii'14} = ^' 
A„ u; - i2%) + ^23 Ui - ^4'ii) + ^34 (ill/ - 'i>%) = 0, 

erfulll. Das Theorem ist wie vorher <Iurch das Faclum hewiesen, 
dass (iie Sunime dieser vier Bedingiingsgleichungen identisdi ver- 
sdiwindet. Die Gleichung des Hyperboloids isl in diesem Falle 

'^t^-^n^l&^U 4" %*-^2a'^l5'^!4~l"%^-^23'^13-^34~l~^*^-^M-^!4'^34 
+ (^,3^5373 -H^HiKiiKj (^,3^4 + ^1*44) + (^13«^1^3 + '^I.I^I'^4> Ks^'si+'^M 

Es ist ein specielier Fall dieser Theoreme, dass die gera- 
deiiLinicn, welche dieEcken eiiies einer FUche zwei- 

teii Grades iimgeschriebenen Tetraeders mil den Be- 
ruhriingspunkLeii der Gegenflachen desselbcn verbin- 
deii, Erzeugende des namlichc-ii Hyperboloids sind; 
iind ebenso die vier Geradeii, in nelcliBn die Fladien eines ein- 
gcsdiriebenen Tftraeders voti den Tangentialebctien in den Ge- 
genedien geschnilten werden. 

144. Man kann den Pascal'schen Salz Tiir liegelscbnilte 
in dieser Form aus pipchen Die Seilen eines Dreiecks durch 
sebneiden einen Regelschnitl in sechs Punkten welche paarweisp 
in drei geraden Linien liegen die mit den Gegenstiten des Drei 
ecks drei in gerader Lime litgnidcPuiikte bLSlimmen Dlp analoge 
Ausdruck des Theorems von linanchoii i»l ieiflil zu iindm 
Auf Grund dieses Ausdrucki liat Chasles das Toloende als das dem 
Pascal'schen analoge TheopLm in der Geinieliie des Uaunies lu ge 
sprocben: Die Kant en iintsTetiaeders durebschneiden 
eine Flache zweiten Grades in zwSlf Punkten', durcb 
welobe, durch je drei in den von derselben Ecke des 
Tetraeders ausgeheuden liantcn eine, vier Ebenen 
bestimmt sind, dcren Durchschniltslinien mil der 
jedesmaligen Gegenflachc des Tetraeders Erzeugende 
des namlichen Systems einisa gewissen Hyperboloids 
sind. Man bildet leieht das reciproke Theorem, welches keines 
besonderii Beweises bedarf, wenn das eben Ausgesprochene be- 
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Analogon dea Paacal'scben Satzea. Art. 144. 

Sind dazu a;^ ;= 0, a:; = , cc-j^^O, «,, = die Flac 
il#!s Tetraeders, und ist 

«,< + „,' + I,> + X,! 

die Gleicliung Oer Plache zweitcn Giadt's, so konneii liie vier 
Ebenen in dcr Form 

dargestellt werdeii, und ilire DurclischnilLslinien mit den vicr 
Ebenen a;, ^0, iC2 ^= 0, w^^ 0, x^^O wii'd ein Sjslem von 
geraden Linien, von deni im letzten Art. bewiesen ist, dass sie Er- 
zeiigende des nSmlichen Systems eines Hyperboloids mit einer 
Hanlelft^clie sind. Die Interpret alios derselben Gleicbungen iiacli 
den Ebenencoordinaten |f giebt einen dualisliscli cntsprechenden 
Satz. 
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VIII. Kapitel. 

rocalpunkie und confocale Flachen zweiten Grades. 



145. Wenn U = ciiic Kugel roprasentierl, so 
driicUt (lie Gleichung einer mil ibr sich doppelt Ijeriili- 
rendeii Maclie zweiten Grades V = LM (vergl. Kegel- 
schiiitte Art. 289.) aus, dass das Quadrat tier von irgend 
eiiiem Punkte der Plache zweiLen Grades an die Kugel 
zu legenden Tangenle zu dem Reclityck der Entreriiuii" 
gen desselben Punktcs vonzweifeslenEbeiien in eiiiem 
constanten Vcrlial tiiiss stelit. 

Die Ebeiien Z = 0, 3/ = sind Ebeneii der Kreis- 
sctinitte der FlacLe zweitPii Grades, well sie Ebenen ihres 
Durcbsclinilts mit einer Kiigel sind; ilire Durchschnitlslinie ist 
daher einer Ase der FliJclie parallel, (Art. 103., 139.); 

In der Theorie der Kegelscbnille ist gezeigl worden (Art. 
2W , 310 ) dass der Brennpuril*! eines Kegelsthnills als ein iineiidlieh 
kleiner Krcis angesi>!ien werdeii darf, wi'lcher mil dem Kegel- 
scfanitt eine rfoppelle Beriihruiig bcsilzl, und dass die Directrix 
die enlsprechcnde Berulirungssebiie ist. In derselben Art koiinen 
wii einen Focalpunkl (Focus, Bretinpnnkt) einer Flache 
/vteiten Grades als eine nnendlicb Ideine Kugel deTinie- 
ren, welcbe mit der Flacbe eine doppelie Beruliriing in 
den Punkten der entsprecbcnden Directrix hat, d. h. der 
Piinlit [a, §, y) ist ein Focalpunkt, wenn die Gleichung 
der Flache zweiten Grades in der Form 

[^ - «)' + {y- ?? + (J - r)' = <p 

dargestellt werdeu kann, in welchur (5 das Product der 
Glelchungen zweier Ebenen ist, Wir milssen aber die zwei 
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FocdpMiiIct iinJ Direi^trix. Art. 116, 173 

Falle cin^tiln uiiLersurheii, in welctien diese Ebenen recll 
tiiid in welchen sie iiiiaginar sinti, deiin in dem einen ist 
(lie Gldchung von dcr Form V = LM, In dem andern von der 
Form = i* -i- M''. 

In dem erslen Falle ist die Directrix i = 0, i)/— 
derjenigen Axe tier Flatlie paralle!, durcli ivclcLe die 
reellen Elieucn der Rreissolinitie gelegl werden kOnnen; 
?.. B. der niiltieren Axe des Ellipsoids. In dem zweilen FallR 
ist dagegon diese Linie parallel zu einer der anderii 
Axen der Flaclie. 

In jcdem Falle ist die Sciinittcurve der Flaclie 
Kvveilen Grades mit einer diireh einen Focal|juiila uiid 
die entsprcchende Direclrix gelienden Ehene ein Ke- 
gelschnitt, welcfaer dieseii Punkt und diege Linie zuni 
Focalpnnkt und zur Directrix hat. 

Wir koLinen direct zeigen, dsss die Oirade L =^ M ^ 
einer Axe der Flache parallel Isl, indem wir die Coordinatenelie- 
nen x und y als zwei durcli sie geliende zu einander reclUwink- 
lige Ebenen walilen. Uann sind L und 31 von der Form ia:-\-jiy 
und somit ZM sowoiil als X^ -|- M^ von der Form 

und man zeigt wie in der analylisctien Geometrie der Ebene, dass 
durcb Drehung der Coord in a I en ebenen a-, y diese GrSsse in die 
Form Ax^ + -By* ubergefulirt nerden kann. Die Gieicbungen 
V = LM, y = X* + ]\P smd also in enlwickelter Form 

{x — «)^ + ('J-~ §)' + f; — y]^ = Ax' + By\ 
und da die Glieder yz, zx, xy derselben I'ehlen, so sind die 
Coordinatenaxen den Axen der Flacbe parallel. 

146, Ein Brennpunkt einer ebenen Curve ist („IIo!ierc Ciir- 
ven" Art. 139.) als der Durcbsclinittspunkt von zwei Tangenten 
deliniert norden, deren jede diirch einen der Kreispunkte im Un- 
endlicben geht. Die soeben gegfbene Definition fur einen Focal- 
puukt einer Flacbe zweiten Grades kann in analoger Weise aus- 
gesprocben werden. Wenn der Anfangspunkt der Coordinalen 
ein Focalpunkt isl, ^aben wir soeben, so lasst sich die Gleichung 
der Flacbe in dcr Form V = LM darstellen fur V oder 

als die bnke Seite der Gleicbung euies Kegels, der den Focal- 



y Google 



174 Athtca Kapitel. Alt. U7. 

punkt zum SLheilel hat und durdi dun imaginaren Kreis im Un- 
eiidlichen gelit Diu Form der Gleichung zeigt (Art, 137.), dass . 
dieser kegel mil dcr Fiache zweilen Grades eine doppclte Ite- 
ruhumg iti den Piinkten hat, wo die Gerade L = M ^ s\e 
schneidet. 

Die Tangentialebenen dcr Flachen in diesen Beridirungspunii- 
ten sind so ziigleich Tangentialebeneii des Kegels und also des 
imaginaren Kreises im Unendlichen, oder sie gchen je durch eine 
seiner Tangenten. Wir konnen also einen Foealpiinkl als einen 
T'linkt erklaren. durcli welchen zwel Gerade o gelien, welclie die 
Fiache beruhren und den niclit reellen Kreis im Unendlichen 
schneiden, wahrend zugleich die enlsprechenden Tangentialebenen 
der Flaclie je die entaprcchende Tangente dieses Rreises eiit- 
halten. Diese Definition gilt fiir Flachen jeder Ordnung. 

Von ihr ausgehend mflssen wir, um die Focalpunkle eiiier 
Flgche zti flnden, diejenigen Tangenliaiehenen der FiSche be- 
trachten, weiche durch die Tangenten des imaginaren Kreises 
im Unendlichen gehen, Tangenliaiehenen, welche eine einfach 
iinendliche Ileihe bilden und daher eine developpable Fiache um- 
hidlcn. Die Durchschniltslinie solcher zwei benachbarten Tangen- 
tialebenen ist eine Gerade a und eine Erzeugende der Develop- 
pabeln. Ein Focalpunkt als Durchschni Its punkt zweier Linien a 
oder zweier Erzeugenden der deveioppabein Pliiche ist ein Dop- 
pelpiinkt in derselhen iind eine developpable Fiache enlhait im 
Allgemeinen eine Reihe von Doppelpunkten. die eine Doppelcurve 
oder eine Grnppe von Doppetcnrven bilden. Die P'ocalpunkte 
einer Fiache sind daher im Allgemeinen nicbt vereinzelte Punkte, 
sondern sie treten als Reihe in einer Curve oder in Curven auf. 
Wir werden im nachsten Art. direct zeigen, dass diess im Falle 
einer FlSche zweiten Grades der Fall ist. 

Nach dieser Erklariing haben zwei Flachen dieselben Focal- 
punkte, wenn die besprochene developpable Fiache, welche der 
Fiache selbst und dem imaginaren Kreis im Unendlichen gemein- 
sam umgescbrieben ist, beiden gemeinsam ist. 

147. Wir unlersuchen nun, ob eine gegebene Fiache 
zweiten Grades nothwendig einen Focalpunkt und ob 
sie mehr als einen Focalpunkt besitzt. 

Zu grosserer Allgemeinheit nehmen wir die Directrix statt 
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zur Axe dtr z als eine Parallele tkrselben, so (lass die Gluicliuiig 
des Ictztcii Art. wird 

(^ - «? + (y - §f + (z - 7]' = ^ (.r - «y -\-BUj- §y; 

fOr entgegeDgesetzte Vorzeichen von A imd 5 sind die Ebenen 
der Beriihrung zwischen dera PocalpunltL und der Fiaclie zwei- 
ten Grades reell und fur gleiche Vorzeiclien derselben Grosseii 
sind sie imaginSr. 

Wir wunschen zu wissen, ob durch eine geeignele 
Wahl der Conslanlen a, ^, y, a, §', A, £ die Iiezeiclinele 
Form der Gleichung mit derjciiigen einer gegebenen 
F 1 a c h e 

v^ v^ z^ 

idenlisch gemacht wcrdeii kaiiit. 

Duzu muss nun zuersi, daniit der AnfatigspunlU mit dem 
Centrum der Flatbe zusammenfalle, 7 = 0, a=^Aa', § = B§' 
sein. Mit Hllfe dieser Relationeii eliminiercii wir die Grosseii 
«' und §' aus der gegebenen Gleicbung uiid erhalteii als ilire neiie 
Form 

(1 - 4 i< + (1 - S) ,' + z'~ i^'' „' + -^'^ p, 
SO dass die Idenlitat stattlindet, weiin 

l—N ,_„^ 

IV ' 

^- f = N 



ist. PiiT die gegcbene Flaehe sind somiL die Constanten A und S 
bestimmt, der Focalpunkt isl aber irgend ein Punkt des Kegelschnitls 

a^ ^^ 

den man deslialb als eiiieu Focalkegehcbnitl der Flacbe 
beucnnt. 

Wir Iiaben weder uber die Vorzeiclicn noch die relntiveti 
Grossen der L, M, W et«as bestimmt und miisaen daraus schlics- 
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sen, dass in juder der Urei Hauplebeneu ein Focal- 
kegelsc hnitt existiert, sowie dass derselbe mit dem 
entspi'ecliendisn llauplschnitl der Fliiche confocal ist; 
(lenn die Kegelsclinilte 

I ~ M ' L— N~ M — N 

sincl olTenhar confocal. 

Wenn irgeiid eiii Piiiikt («, /3) eines FocalltQgdschdilts als 
Focalpunlit betracli[<;l wWd, so ist di<! en tspru clicnde Di- 
rectrix eine Normalc zui' Ebeiie des Iv egelsclinitts, 
welclie durcli den Puukt 

geht. Die geometrische Interpretation dieser Weriiie sagt aus, 
dass der Fusspunkt der Directrix der Pol der Tan- 
gente des Focalkegcisclinills im Punkte {a, |5) in Be- 
zug auf den Haup tsclinitt der Flaclie ist. Denn diese 
Taugente ist 

„^_- A. __^^_ _ ] Oder ^ + ^ = 1 
L- I^^ M-N ■ ^■' L ^ M 

d. i, oiTenbar die Polare von {p! , ^) in IJezug auf den HaiiptauhniU 

L ^ M 

Nach der Theorie der confocalen Kegelsclinitte in der ana- 
lytisclien Geometrie der Ebene folgt iiieraus, dass die gerade 
Verbindungslinie des Focalpunkts mit dem Fusspunkt 
der entspreclienUen Directrix eine Nor male des Focai- 
kegelschnitts ist. 

DerOrtdcsFusspnnktes der Directrix en fiir einen 
gegebeneii FocalkegelschnitL ist derjenige Kegel- 
schnilL, welch en man als den Ort der Pole der Tangen- 
tcn des Focalkegelschnitts in Bezug auf den Haupt- 
sclinitt der Flache erlialt, d. h, seine Gleichiing ist 

wie man (indel, wenn man mittelst der Relationen zwischen den 
(JrSssen c, |5, «', (3' die a, p aus der Cleicliung des Focallicgel- 
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scfanitts dimhiiert. Die Direclricen selbst bilden ohien geraJeii 
Gylinder, fiir welchen der so ebeo besUiiimto Kpgelscbnitt die 
Basils ist. 

148. Wir wollen mm die verscliiedenen Arlen der centri- 
sclien PIficheii zweilen Grades eiuzelti unteri^ucben, urn (lie 
Natiir ihrer Focalkegelschnilte zu stiuliereii imd iiamentlicli 
zu erkennen, zu welcher von den zwei versdiiedenun Artew von 
Focalpiinltten die ?(uilite derselben gebCren. 

Die Gleichung 

/. ~"iv ^ W-^^ "~ 
reiiriisenLiui'l oirctibar eine Ellipse, wenii N luiLer ilen ilrei Giiisscn 
L, M, JV die algebraiscb kleinsle, dne Hyperbel, wenn es die 
miUlere, iimt eine imaginSfe Cnrve, wenn es die grossLe unter 
ihnen ist. 

Von den drei FocalkegelscbniLten einer rentri- 
schenFfiielifi Kweilen Grades ist daber inimer der eine 
eine Ellipse, der and ere eine Hype i-b el iind der dri tte 
ist iinaginQr. In clemFalle ties Elli.psoids sind die Gltirb- 
ungen tier Focalcllipse und der Focal hyperbel durcb 

„-i „ <,^ ^ fi^ _ cv ~ ' ' „i _ 6^ 62 „ c-i - ' 

respedive dargei^lelll; nnd man erlialt aiis ilinen die correspon- 
dierenden Gleicbungcn fitr das I1ypert>oloid mit einer Man- 
telflache durch die Verantterung des Vorzeicbens von c*, und 
diejenigen Tnr das Hyperboloid mit zwei Manteiflaclien 
durcli die gleiebzeltige Verimderiing der Zeiclien von b^ nnd c^- 

Wir haben geselien, (lass den Focalpunkten imaginiire 
oder reelle Berrihrnnngsebenen entsprecben, je nacbdein 
A und B, d. i. (Z ~ iV) : X und [M — H) : M gleicbe oder enl,- 
gegengesetzte Vorzeicben haben. 

Denken vfir iV als die kleinsle der drei GrSssen i, M, N, 
so sind die Ziihler dieser Wertlie gleichzeitig positiv, wabrend ibre 
Nenner in den Fallen des Ellipsoids und des Ilyperboloids mit 
einer Mantelfliicbe cbenfalls positiv sind, und in dem Falle des 
Hyperboloids init zivei Mantein einer derselben negativ ist. So- 
nacb sinrt in den Fallen des Ellipsoids und des Hyper- 
boloids mil einer Mantelfiacbe die Pinikte der Focal- 
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ellipse Focalptiiik te von tifir Rlasse Jerer, welclicii 
imaginare Beruhningsebenen enlsprechen; sie geliO- 
ren aber zur Klasse der FocalpuuUte mil reellen Be- 
ruhrungsebenen in dem Falle des Hyperboloids mit 
zwei ManteirUcheii. 

1st sodana N die niiuleru unlor den drei GrOssen Z, M, N, 
so habeii die Zlihler der betrachteten Werthe von A Hiid B ent- 
gegengeselzte Zeichen, uahrend die Nenner in dem Falle des 
Ellipsoids gleiche, in deii beiden Fallen der Hyperboloide aber 
entgegengesetzte Zeichen besitzen. Demnach geboren in dem 
Falle des Ellipsoids die Punkte der Pocalliyperbel zur 
Klasse derjenigen Focalpunkte, deren Beriihrnngs- 
ebenen reell siod und sie geboren zur entgegenge- 
setzlen Klasse in den Fallen der Hyperboloide, Wir 
bemerken zusanimenfassend, dass Tur das Hyperboloid mit einer 
Mantelflache alle Focalpunltte von der Klasse derer sind, welcben 
imagmaie Beruhrungsebenen entsprechen; dasa dagegen die Focal- 
kegelschniUe der beiden andern Flachen Focalpunkte von beiden 
Klassen enthalten, indem fur das Ellipsoid die Focalellipse und 
fui das Hjperboloid mil zwei ManlelflSchen die Focalhyperbel die- 
jenigen Focalpunkte enthalten, denen nur ima^nare fierjtbrungs- 
ebencii enl'sprecben, Diess ist gleichbedeutend mit dem, was wir 
schon im Art. 145. erkannten, dass Focalpunkte mil reellen Be- 
ruhningsebenen nur in den Normalebenen zu derjenigen Axe der 
FlSche liegen konnen, welcbe den reellen Ebenen der Kreis- 
schnitte angehort. 

149. Die Focalkegelschnitte mit reellen Beriihr- 
ungsebenen durchscbneiden die Fiache reel!, wahrend 
die Focalkegelscbnitte rait imaginiiren Berubrnngsebe- 
nen diess nicht tbun. 

Denn wenn die Gleicbung der Fiache in die Form U = L''-\- M- 
gebracht werden kann, welche der imaginaren Beriihrung ent- 
spriclil, so entspricht dem Versclminden des Werthes von V fiir 
die Coordinaten irgend eines Punktes der Fiache das gleich^eitige 
Verschwinden" der Werthe von L und M, d. h. der Brennpunkl 
liegt in der Directrix. Diess findet aber nur in dem speciellen 
Falle statt, wo die Fiache eine KegeltlSche ist. Denn fur den 
Breunpunkt als AnTangspunkt der Coordinaten enthalt die Gleichung 

^■l -^y^-t^~J =. P + M\ 
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in welcher i = 0, .^ = Ebenen reprasenliereri, die den An- 
fangspuiikt cnlliaiten, nur Glieder, die in den Veranderliclien 
X, y, vom zweiten Grade Bind, und bezeichnet dahcr einc Regei- 
fiache. (Art,. 67.) 

Devjenige Focalkegelschnitt, welchem die reellen Beriibrunga- 
ebenen entsprecben, gebt dagegen diircli die Kreispiinkte oder 
Umbilics der FJache. Denn wenn die Gleichung der FlSche 
in die Form V = LM gebraclit werdeii kanti, so entspricht dem 
Vevschwinden des Polynoms V fiir die Coordinaten irgeiid eines 
Piinktes der Flfiche das gleichzeitige Verschwinden eines der 
beiden liiiearen Polynome L oder M. 

Weil aber die Flache durch den DiirchscliniU von V=0 inid 
i^Ohindiirchgeht, soschneideldieEbeneZ^O, wenn jener Piinkt 
i/c=0 in i=0 liegt, die Flache in einem unendlich kleinen Kreise, 
d. h. sie ist die einem lireispunkte entsprechende Tangenten- 
ebene. Nach dieser Eigenscliaft sind die Focalkegelsclmitte dieser 
Art von Mac-Cuilagh als „umbilicar focal conies" hezeinlinet 
Horden; wir bezeichnen sie umschreibend als die Focalkegel- 
sclinitte, welclie die Kreispunkte der Flache enthalteii. 

150- Der Schnitt einer FlSclie zweiten Grades mil einer 
durch einen Focalpunkt nach der entsprechenden Directrix gehen- 
den Ebene ist ein Kegelschnilt, der jenen ziim Brennpiinkt inid 
diese zur Directrix liat. ^ 

Uenn fiir den Anfangspunkt als Brennpiinkl ist die Gleichung 
der Flacbe entweder 

a;^ + y- + s^ = LM Oder ic^ + y^ + i^ = Z^ + M^ 
Und wir erhailen Fur z = die Gleichung des Schnittcs x'-\-y'''=lm 
oder x' -\- y'^ = i^ -|- m^, fiir / = 0, m ^ als die Schnittlinie 
von z = mit den Ebenen i = 0, JK = 0. Gebt aber die 
Ebene durch X = JI/ = selbst, so fallen die letztern Geraden 
in eine Linie zusammcn und die Gleichung wird x'- -\- y^ ^ l\ 
d. h. der Schnitt ist ein liegelschnilt, der den Aiifangspunkt zum 
Brennpnnkt und die Gerade Z := zur Directrix hat. 

Da die Verbindungsebene von Focalpunkt und Directrix in 
jenem normal zum Focalkegelschnitt isl (Art. 147,), so Itann man 
den beiTiesenen Satz auch so ausspreeben: Die Schnittcurve einer 
Flache zweiten Grades in einer zu einem Focalkegelschnitt nor- 
Qialen Ebene hat den entsprechenden Fusspunkt in diesem zum 
Brennpimkt. {Art. 125.) 
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]51. VVeuii die segebcuc Flaclie zwinl.o.n Gr.nli^s 
ein Kegel, ilire Glelchung also von tlei' Form 

ist, so gescliieht die Reiluclion derselben auf die Form P-=i*4:^/- 
genaii wie vorher iiiid es ergieht sicli, dass die Coordinaten des 
Focaljninlaes die Helatioii 

Z— JV "^ M^^ "" 
erfullen miisseii, wefche zwei gerade Linien oder eiiie iiii- 
eiidllcli lileine Ellipse repraseiitiert, je iiachiiem [L — N] und 
(iIf_jV) enlgegengeselzte oder gleiche Vorzeichen liaben. Oder 
mil andern Worlen: Die Focalliyperbel degenerierl in znei gerade 
Linien, die Focalellipse zieht sich in den Selieilel des Kegels zu- 
sammen. Fiir di^ii darcl] 

a' V c'- 

dargesteliltin Kegel ist die GleicEiiiiig dor Foealliuieii 

[lie Focallinien eines Kegels, «-elclier /ti einem 
Ilyperboloid asymplotisch ist, sind die Asyiii|Uoien der- 
Focalliyperbel des Hyperboloids. 

Die Focalpunkte in diesen Focallinien sind von 
der Klasse derjenigen, nelehen imaginSre Beriibrungs- 
ebenen eiUspreclien. Nur der Scheilel, weldier I'lberdiess in 
doppelter Weise Focalpiinlit dieser Art ist, ist aiiob ein Focal- 
pimta der andeni Art, denn die Gleiclmng des Kegels kann in 
jeder der drei Fnrnieii 

geschrieben werden. Die Directrix, welche dem Scbeitel 
als Focalpunlit z«eilerArt entspricht, geht diirch ibn 
selbst. 

Die gerade Linie, weldie einen I'linkt der Focallitiie mil. dem 
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Fuss|jiiiikL cler eiUspreclientlen Directrix verbiiidet, ist zur Focal- 
linie normal. Dies ergiubt sicli als ein specieller Fall ilos vor- 
lier von den Focalcnrven allgemein bewiesetien Gesctzca, Usst 
aich aber audi .selir eiiifach direct beweiscii. Die Coorcliiialen 
Uos Fiiss[junlits ihr Directrix sind 

die Gleiciiiing der Verbinduiigslinic (lesseibuii irjiL dem Focalimnlite 
(a, /5) isl somit 

_J„ ^ „ __"_ „ = ,R (^1 L__^ 

M— N L — N-' ' \M— IS L— r/J 

iiiid die Budiiigiiii^, iiiiter uelcher diese >;iir Focalliiiic ^x = ay 
normal ist, 

diese BediDginig ist aber nach dem Vodiergeheiideii eri'idll, 

Ebenso ergiebt sicli ais ein specieller Fall des Art. 150,, 
daas der in der Kegelflflche durcVi eine Normalebene 
K n e i !i e r seiner F o c a 11 i ii i e n b e s t i ui m C e S c li n i 1 1 d o ]i 
Fusspunkl in dieser Letzteren zum Breniipiinkt hat. 

Die Focallinien dieser Art. sind sorait identiscli mit dcnen 
des Art. 125. 

152. Die Focallinien eines Kegels sind normal -in 
den Kreisscbnitteu des Keciprokalkegeis, {Vergl. Art. 125.) 

Denn die Kreisschnitte des Kegels Lx'^ -f" My' -|- ^^^ = 
sind nacb Art. 104, parallel zu den Ebenen 

{L — ^) a:^ + (M — iV) y'^ = 0, 
iind die entsprucbeiidcii Focallinien des Rcciprokalkcgcls 

sind, "ie wir i^btin gesehen liabeu, durch 

i~— N ~^ M~N ^ 
darguslrlll; (tiu durch sie hesliinmten Linien sind nnlhwendig nor- 
mal zu den durch crslere Gleichung beslinimten Ebenen, 

153. Die Dntersuchung der Focalpunkte bei an- 
deren Arten der Flacben zweiten Grades geschieht in der 
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namlulieii Weise. So fiir tlie in cier Gleichuiig 

L ^ M 
enthaltenen Paraboloicte, aiisgeliend von diir Durslellbarkoit Aer- 
selben in jeder (ler beidtn Kormen 

mil 



Es erhellt daraus, dass ein Paraboloid zvvei Focal- 
parabelu besitzt, von denen jcdu mil dem enlspreclitii- 
den Hauptscbnilt conrocai ist; sowie, dass der Focal- 
punkt ziir eifieii oder zur aiidera der vorher discutiei'" 
ten Arten gelifirt, je nach dem Zeichen des Bruclies 
L — M 
'^~L ' 

111 dem Falie des. tillipUschen Paraboluids, als iti welchem 
£ und M zugleicli positiv amd, itit fiti L als die grossere der 
(jro'-^tn die Focalmrve in dei Ebene xz von der ArL derer, 
welchen imagiiiare Beruhiiingaebenen enl'.prechen, wahrend die 
in dbr Ebene dei xy der entgegen^esetzten Art angebort. 

Da fill jeden WecLhil del Zeiibin \on L und M der Wertb 

L ~ aj 

Z "^ 
positiv bleibt, so gehoren al!e Focalpunktc des hyperboliscben 
Paraboloids zh denen der eisteren Klasse; wir haben dies vorher 
als eine Eigenschaft des Hyperboloids mit einer Mantelflache er- 
Icannt und mussten sie, i)a das byperbolisclie Paraboloid als eiii 
specieller Fall dieses Hyperboloids angeseben werden kann, bier 
wieder finden. 

Es bleibt wabr, dass die Verbiiidungslinie einiis Focalpunlites 
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init dem Fusspunkle der cntsprechenden Directrix normal zur 
Pocalcurve unU dass der Fusapunkt der Directrix der Pol der 
Tangcnte des Pocalkegelschnitts in Bezug auf den Hauptschnitt 
der Fiacbe ist. Der Fusspunkt der Directrix geliort eitier 
Parabel an und die Directrlccn selbsl erzcugen einen 
parabolisclieti Cylinder. 

Zur VervoUstaiidigung (ler Discussion bleibt librig, die Focal- 
punkte der verscbiedenen Arten von Cylindern zq be- 
zeicbnen; man flndet oline irgend cine Scli»ierigkeit, dass zwei 
Focallinien existieren, so lange die Basis des Cylinders eine El- 
lipse oder Hyperbel isl, Linien, welclie durcb die Focalpunkte 
<ler Basis parallel den Erzeiigeiiden des Cylinders geben; wSbrend 
ivenn die Basis des Cylinders eiiie parabolische ist, nur eine diu'ch 
den Focalpuiikt dieser Parabel gehende Focallinie existiert. 

154. Die geoinelrische Interpretation der Gleiclmng U = LM 
ist sclion gegeben worden. Sie driickt die Tolgeiide Eigeiiscliaft 
der Focalpunkle mil reellen Beriibrungsebenen aus: 
Das Quadrat der Eiitferiiung irgend eiues Piiiiktes einer 
Fiache zweiteii Grades von ciiiem solcben Brennpunkte 
ist in eincm constanten Vurbaltiiiss zu dem Produel 
der normalen Abstande desselben Punktes voii zwel 
durch die enlsprecbendc Directrix gebeiideii und den 
Ebencn der Krcisscbnitte paralleleii Ebeiicn. 

Die enlsprecbende Eigenscbaft der Focalpuiikte der 
andern Art, nelcbe weniger oBfen vorliegt, ward von Mac- 
Cullagb enldeckt und ist in folgendem Satzc ausgesprocben : 
Die Entfcrnung eines Punktes einer Fiacbe zweilen 
Grades von einem Focal punk te dieser Art ist in eineni 
constanten VerhaUniss zu seiner Entfcrnung von der 
eiilsprecbenden Directrix, vora nsgesetzt, dass die- 
selbe parallel zu einer der Ebenen der Kreisschnitte 
gemessen wird. 

]n der Tbat, setzeu wir voraus, dass die EiUfernung eine8 
Puuktes {a.', /, z) von einer der Axe der z parallelen Directrix 
durch den Punkt zu beetinimen sei, desseii Coordinaten x und y 
die Werlbe «', |3' baben, gemessen uberdiess parallel einer Ebene 
z=mx; so schneidet eine Parallelebene durcli den Punkt (x', tj z'), 
A. i. z — / = m {x — a^) die Directrix in einem Punkle, dessen 
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X und y jeiie Werllie a Qiid |3' liabeii, walirend sein z duvch 
die Gieichung z — ;' = m [«' — a;') licslimmt wird. Das Quadral 
der fraglichen Eiitrernung ist dalier 

III der Gieichung des Art. 147. 
(^. - „)■/ + (y „ ^,^ + ^-i = .4 (^ ,_ a'f + i? (y - - ^7^ 
in welcher J uiid B beide poaitiv und A grosser als B voi'aus- 
geselzt sind, bczeichnet soinit die reclite Seite das ^fache des. 
Quadrats dor Enlfernving eines Tuukles der Flache zweiten Gra- 
des von der Directrix, gemessen parallel der Ebcne z^mx fur 
m^ = {A — B): B. 

Die nil Alt 147 gegebeneii Wtithe von A und A liewei 
^en dass di st Ebene cine bbuit kieisfdiinig n SchniUes isit uie 
soicbei audi oCouietiiscb aus fol„endti Bcliacbtutig sicli eip,iebl 
Wit betiatl ten deu Schnilt der Flaclie zvteileu Grddcs mil eniei 
Ebene lie d i liczutbnittn paiallcE ist Da die LnlleiunnseQ 
dllei I unlUb Line-- solchtn bchnitUs lUs dem namliclien I'nnkle 
del Direitii\ geme«sen neiden so lat die Entfemung jedes Pnulv 
teg dessLJI en v>n dieseni lesten funktu in cinem contitanten Vei 
baltniss zu seiner Eulfeinung vom Focalpunkt Wenn abcr die 
Enirernungen eines verandei lichen Punktes ¥<.n zwli festen Punk 
ten ein conslantes Veibaltniss behalten so 1st dei Oit dcssolbeii 
eine Ku(,el d li der fragbche Scbnitt Kt in Kiois 

\^n begpgnen Linei scheinbaien Aiisnahint in dem 
einzigen Fdlle, ho die Entiernung vom Focdlpunkl 
der Enti'ernung von der Directrix gleich ist. Weil der 
on eines Punktes, dessen Entfernungen von zwei festen Punkten 
einaiider gleich sind, eine Ebene ist, so miissen in diesem Falle 
die Scbnitte der Flacbe iwit dcii der belraclitoiun Ebcne parallelen 
Ebenen gerade Linien sein. 

Die Erinneriing an die vorhergebenden Artikel zeigt abcr 
(Art. 153.), dass das betracblete Verbaltniss nur in dem Falle 
des hyperbolischen Paraboloids den Werlh Eins bat, [B = 1), 
J. i. in dem Falle einer Flaclie, weiche jene Ebene nicht in Kreis- 
schnilten dnrchscbneidet, well sie sotche gar nicbt besifzt. 

Mac-CulJagh hat das Verlialtniss der Focaldistanz 
ziir Enifcrninig von dor Directiix ilen Modulus der 
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Flauhu unit tlitj FocalpuiikLu mil imagiiiarcii Bcriilir- 
luigsebeneii Modular-l-'ocalpuiikte gcnannt.^'] 

155. Es ist im Art. 137. beraerltt worilen, dass alle Fladien 
zweiteu Grades von der Form V — ZMi=0 von Kwei Kegelii 
umbullt sind; wenn insbesondere P^O eine Kugel bezeidinet, 
so niUsseu diese Kegel Unitlrehungskegel sein, wie alle eine Kugel 
uuhiiUendea Kegel; wena sicb diese Kugel eiiitlicli auf einmi 
PiinlU reduciert, so Tallen beide Kegel ootliwendtg in einen einzigen 
zusainnieu, welcber jcueii Punkt zum Scheilel bat. Soniit ist 
eiii eine Flache zweiten Grades iimliiLllenclcr Kegel 
cin Umdrehungskegel, wenn sein Scbeitel cin Focal- 
punkt der Flaclie ist. 

Wegeu der Wicbtigkeit dieses Salzes gi;beii ivir eineii direc- 
len algebraisciicn Beweis desselben. Wir bcmefkeu ziierst, dass 
Jcde r.leiclmng von der Form 

x'Jr'/ + ^' - (««^ + % + c^)' 
eiiten gei'adcn Kegel dacslellt. Demi vveim ilie Axen, iiideni sie 
reclaiigulflr bleiben, so li'ansrormierl werden, da^s die diircii 

aiK-\-by + cz = Q 
dargestellle Ebene eine der Coordinatenebenen wird, so wird die 
Gleichiing des Kegels in die Form 

ubergefiibrt, die wegen der Gleicbheit der Coelficienten von Y- 
und 2^ einen Umdrehungskegel hezeiclinet. 

Wenn wir aber tiach der Regcl des Art. 78, die Gleicbung 
des Kegels bildeu, der aus dem Anfangspunkt der Coordiuaten 
der Flache a;= + y^ -f z* — i^ — M^ = fin- 

Z = aa; + i.y + cz 4- d, M = ax + b'y + cz + d' 
umschrieben ist, so crhalten wir 

(d^ -|- rf'2) [x'^ J^ylJ^ .-i ._ J2 __ ^2) ^ i^^l _|_ ^-Jf^'ji _, 

Oder 

[tt^ + rf'-') (a:^ + i/ + z"^) — {d'L ~ dM)^ = 0, 

welche nach deru Vorigen die Gleicbung eines geraden Kegels ist. 

Zusatz. Wie bei der Bildung der Reciprokalflacbe der 

der Origiualflache aus deni Anfangspnnkt iimschriebene Kegel 

dem Asyraplolenkegei der Reciprokalllache enlspricbt, so fojgl 
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aus diesem Art., (lass die Recijiroke eiiier Fliiclie zwci- 
ten Grades in Bezug aiif eiiieii Focatpunkt cine Um- 
dreliungsflache zweitcn Grades ist. 

Eine Reilie weiterer EigenschHrtBii der Focalpiiukte, welclie 
aus (]en vorgelrageneii Grundsalzen luiclit abgeleltct warden 
konnen, emprelden wir dem Leser als Beispiele zur Uebiing. 

iuGi- Directrix isl die Taiige'iile 
LitsprcchendGd Focalpunkle. 

Beispiel 2. Die Pohircljene eiiies Piinktcs ciner Dirfiotrix 
ist zu der Verbindungslinie dieses Punktes ini( dpiii cnt- 
sprecliendeu Focalpunkte normal. 

Beispiel d. Wenn eine durcli den festen Punkt gezo- 
gene gerade Linie irgend eine Directrix schneidet und in 
der Fladie zweiten Grades die Punkle A und B bestimint, 
so ist fiir den entspreclienden Focalpunkt F 
tan ^ AFO . tan ^ BFO = const. 

Man Ijeweist dieseu Satz ganz analog dem in der Theorie der Kegel- 
schnitle gege!)eneii entsprechenden Theorem. (Vergl. „Kegel8cliii." 
Art. 234, 9.) 

Beispiel 4. Dio, ConsLauz dcs l^ezeiclineteii Products 
bleibl beslelicn, ivonn der Pmikt sicli auf ciner Placlie 
iweilen f.rades bewegt, die mit der gcgebenen die Ebeueii 
der Kreisschnitte. den Focalpanlit und die Directrix ge 
meinscbafllich hat. 

Beispiel 5. Wenn zwei derartige Flachen zweiten Gra- 
des von einer durch die gemeinschartliche Directrix geheu- 
den Geraden geschnitteu werden, so bestimnien die aufihr 
in beJden Flaclien begrenzten Sehnen am Focajpunkte 
gleicheWiiikel. 

Beispiel 6. Wenn eine gerade dure)] eine Directrix gc- 
hende Linie eine der beiden FlScheu zweiten Grades beriihrt, 
so beslimnit die durcb die andere begreuzte Schne ■iw Focal- 
punkt einen Winkel von constanter Gr6sse.'*i?i 

156. Offenbar ist das Product der Normalen con- 
stant, die von den Focalpunkten einer Umilrehiings- 
tlache utn die transvcrsale Ase anf irgend eine ihrer 
Tangentenebenen gefalll wei'don. Wenn wir iiacii der 
Metliode des Art. 126. von dieser Eigeiischart zu ihrer reclproken 
fibergolien, so erkennen wir, dass das Quadrat der Ent- 
fernuug des (Jrsprungs von einem beliebigen Punkte 
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(Icr Reciprokalflaclie in eiiiem coiistaiiteii Verlialtniss 
Ut z« dcm Product dur Entfcriiuiigeii des Punktcs von 
nwiii I'esteii Eberien. 

Au9 Act. 126, 5. criiellt, tiass diese Ebeiiea die Ebcnen der 
KreisschiiiltK fiir den Asymptolenkegd der Flache, d, i. dass sie 
aiich die Ebeiien der Kreisst'Imitle der neiien Fliiclie selbst sind. 
Die DurchsclinitUlinie dieser Ebeneu ist die reciproke Linio der- 
jenigen Geradeii, welche die beideii FocaJpunktc VBrbindel, d. h. 
von der Axe der Umdrehungsflacbe. Wir wissen aus Art. 154., 
dass die eben bewiesene Eigenschaft jedem Punkle des Focal- 
kegelscbnitts angeliort, welcher durch die Kreispunkte der Flache 
geht*) und erkennen nun, dass die Reciproke einer be- 
liebigen Flaclie zweiteu Grades in Bezug aiil' einen 
Punkt des durcb die Kreispunkte gehendeu Focalkegel- 
schnitts eine Umdrehungsflache ist, welthe die trans- 
versale Axe zur Drebungsaxe hat^ dasii sie aber in Be- 
zug auf einen Piinkt des andern Focalkegelsciinitts, 
oder, wie man sagen kann, in Bezug auf einen modn- 
laren Focaipunkt eine Umdrehungsflaclie ist, weiclie die 
conjugierte Axe zu ilirer Axe liat. 

Man gelit dahei' von Eigenschaften der Uradrcb- 
ungsflachea nach den Gesetzen der Iteciprocitat zu 
entsprcclienden Eigensciiaften irgend einer FlSche 
zweiten Grades in Bezug auf einen Focaipunkt und 
die entsprechende Directrix: fiber, und in jedem Falle ist 
die Axe der Umdrehungsflaclie die Reciproke dev dem gegebenen 
Focaipunkt enlsprecljenden Directrix und parallel zu der Tan- 
gente des Focalkegelschnttts in dem betrachteten Focaipunkt. 
(Vergl. Art. 147.) 

In den folgendeii Beispielen stehen links die Eigenschaften 
der Umdrebnngsflachen, rechts die enlsprechenden Eigenschaften 
der FlSchen zweiten Grades im Allgemeinen. 



Beispid 1. Der Tangentenkegel 
einer ITnidrehungsflilche avs einem 
Punkle der Axe ist cm gerader 
Kegel, desseii Tangentciielienen mit 



Jeder Kegel, der einen Focat- 
puulit zum Scheitel und einen die 
eiilsprccliende Directrix enllialtendeii 
ebenen ScJiiiitt einer Flache sweileu 



*) Ea gesehah atif diesem Wage, daas zuerat diese Bigensuliaft und 
die Unterscheiilmig der beideo Acten vou Foualpunkten vom Veifaesei' 
gefimden wiirdc. 
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Art. 1 



dcr zur Aia nonnaleii Elieno der 
Berfl linings curve gleiclie Winkel 
biMeii. 



Seispiel 2. Jede Tangeiiteueljciie 
ist iiornial zu der durcli ihreii Du- 
rulirungspunkt (lui! die A.\c lic- 
stimmleii Ebeiie. 



Beispiei 3. Die Polarebene eines 
Punktes ist zii der durcli ihii mil 
der Ase Ijeslinimten Eltene noroial. 



Beispiei i. Die durcli eineii Fo- 
calpunkt mit irgeml zwei coiijiigieL- 
ten Geradeii Ijestinimten Ebeuen siiid 
xn cinander iioriii;il. (An. 126, 7,) 



Weiiii ein Kegel ei- 
II er Umdrehuiigsflache mngeschrie- 
ben ist, so isl eioe seiner Haupt- 
eljenen dureh den Scheilel und die 
Axa bestimml und eine andere ist 
. der Ebene der Berflhrung parallel. 



Beispte} 6 Jeder aus eineui Fo- 
ealpunkt ilber eineni ebenen Schnilt 
der UindiehunijsflaJiP lieschriebeiio 
Kegel ls[ qti iile (\it 126, 2,) 



Grades zur Basis liat, ist eingcrader 
Kegel, welcher die Verbindungslinie 
des Pucalpunktes mit dem Pol der 
Scliniltebene zur A\e hat; diese 
iclzlere Gerade ist normal zu der 
durcli den Focalpuiikt und die Di- 
rectrix bestiramten Ebene. 

Die Gerade, welclie eincn Focal- 
puiikt mit einem beliebigen Puiikte 
der Fiacbe verbiudet, ist normal zu 
der Verbindungslinic des Pocalpunk- 
les init dem Uurchschnittspunkl der 
enlsprechenden Tangentencbene und 
der Directrix. 

Die gerade Linio, wclcbo eiuen 
beliebigen Pirakt mit einem Foeal- 
puiibt verbindel, ist normal zu der 
geraden Verbindungsliiiie des Focal- 
punktes mit dem Durclischiiittspunkt 
seiner Directrix mit der Polarcbene 
des Punktes. 

Eine den lire issch nit ten parallele 
uod durcb eine Directrix gebetidc 
Ebene wird von zwei einander eon- 
jugierien Geradeii iu Punkten gc- 
sclinitlen, welche an dem entspre- 
cbenden Focalpunkt eiuen rechteii 
Winkel bestimraen. 

Der aus einem Focjilpunkt ilber 
einem ebenen Sebnitt einer FlSche 
zweiten Gi-ades liescliriebene Kegel 
hat zur einen Axe die gerade Ver- 
biudungslinie des Kocalpunkis mit 
dem Pol der Schnitlebene und zur 
andern die Verbindungslinic des Po- 
calpunkts mit dem DurchschnittS'- 
punkte der entsprechenden Directrix 
und der Sebniltebene. 

Der aus einem Fucalpunia flber 
dev Durcb schniltscurve ciner durcb 
die entspreehende Directrix geben- 
den und den Kreisscbnillen paralle- 
len Ebene mit einem beliebigen Tan- 
gentenkegel derFlachebescliriebene 
Kegel ist gerade. 
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Beispiel 7, Dtr Ort dea Duith- 
selinittsp unifies \on drei luf einan- 
der normalen Taugenlenebenen ejnes 
Paraboloids isl einc ENeiie (veigl 
Ari. 93.) eiiiesklipsnidi^seLneKiigGl- 
llaclie. 



Beispiel 8. Wenii eine FlSclie 
Kweilen Gj>ad<!s cine Uindreliungs- 
Mciie uinlifilll, so isl die Ase dieser 
LeUlereu piirnllel einei' Ilaiipleljene 
der Ei'slercti. 



Weiiu durch einen Punkt diipi 
riaclie zweiten Grmles drei 7U cin 
ander norm ale Gende gelegl sind 
sogeht dieduicliilirc indern bchiiilt 
|)unkte 111 del 1 ISchc bestimmte 
Ebene durcli ciiicii fusLeu Punhl. 
Wcnii jcncrPunkl iiiclit inderFiadie 
liegt, so iimhulit die Ebene eine 
Umdrehungstliiclie. 

Wenn zwei Fiadien zweiten. Gra- 
des einander umhailen , so liat ein 
uus einem Focalpuukt der eiueii ha- 
schriebeneii Tungentenkcgel der aii- 
deru die Verbindungslinie des Focal- 
punktes mil dem Uurcbschnillspuiikl 
der entsprcclienden Directrix mil dor 
Ebene der Benihriing zw eiiien Axe. 



Fooalkegelschnitte tind confoeale Piaehen. 

157 Im \oib(ig(Ueii(iLii Alsdinill Inbcn nii um Udm 
sirlil <li>i Beztelmngen gegeben, nelclie jedei Focalpunkt iiini 
Made zvieiten Giadea Im sich beliaciilel zui I'lacbe lidt Im 
Foigenden nolkn \\u dd^egen citit. Uebci sitlit 4on dtn Eigcii 
schalten ilei kegelsctiuiIlL geben, Helohf die Ueihcn ilii FoljI- 
IJiiiililP biideii ^ luid TOti den Eigeiisi lialU ii del coiifo) aJen 
jbldclien 

Wii nehmeii dazu iinsern Au^ging von einet ion dejjtnigcii 
del Alt ]46 F iin ibhangijen Mpthode diiith neldie iiii diiirt 
/m iJpliachtung d^i roLaJliegcltilinitle gelangen 

(^ncenti iiicbe und cua\iale KegelsdintlLc wiidi ti -iL loiiroial 
liezeiflinet, wenn die Diffeicn/ dei Quadiad dnei Hdlba\en die 
nSinliche ist, d h die init tier tliipiiL 



+ 



ge(,ebeii. So lange l' das poaitne Zeidien eilialt unci so laiige 
bei Dcgalueni Zeidien X'' numeiiedi kleiiiei als b" ist, ist der 
LOfifntalp iKgtKdiiiKI emp niip'iP nenn A' iiegaliv Lind zwisdjen 
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190 VeU Ka] lei \ 1s 

6^ uud a ciilliaUeLi I'-t '^o ist iler loiifotile KegelscliiiiU. eiiifi 
Hypeibel und fur V > a^ \^l "Hf imagimr 

Fui ^' = 6^ leducieit iicli die (jleirlmng aiir ;/- = d.li. 
die A\p (liT X ist die liren7e welche die confocaien EllipRcii 
von den confocaien llvpeibilii tiennt Aliei die beiden Brenn- 
punkte geliuipn docli m einem hesondeien Siiinii zu ihr. Denn 
nnn kmn dnicli einen gegebenen PunkI (a t/') im Allgemeinen 
?»ei zn einem gegebenen confocale Kepel'rbniUe legen, \v'eil man 
zni Beslimmimg son k" eim quadrati'sclie f.leiihnng 

(ii'lialt, ci. i. 

Fiir !/' = wird sie atif (i^ — &^) {i^ — «^ + ic'') = 
reducierl, so dass X^ = 6^ eine ihrer Wiirzein ist, und ffir 
ic'- = rt' ~ b'^ auch die zweite Wurzel diesen Werth A' = b' 
erhalt, zur Sestattguug des speciellen Sinnes, in welchem die 
Brennpunkte dem Wcrtlic i* = h^ enlsprcdien. Wenn wir in 
der Gleir.hiing 

7,^. + ^^ = '• 

macliei], so erlialleii wir die Gleicbiing der lieiden Brennpnnkle 

158. In dcrscllien Art nennen wir zwei coiicentri- 
scbe iind coaxiaie Fiaclien zweilen Grades confoca!, 
wenn die Differenzen der Quadrate der Axen fiir beide 
FlJirhen dinselben sind; so dass ffjr das Ellipsoid 

i + ^ + ^-' 

di(! aljgemeiiie Gleicbnng 

^'' J yL. . + .„-*-!_=! 

„2 _j_ ;i2 -r 62 + ^2 r ^, _[_ ^. 

alle confocaien FlSclien rep rase ntiert. 

Fur das positive Zeicben von i' und fiir negative Wertlie 
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Greiizflilelipn lies eonfoealen Systems. Art 158. 191 

flesselben, weiclic kleiner siod als c-, ist die Flachc ein Ellipsoid. 
EineKugel von uneiiilliclicm Halbinesser ist die Grenze 
der Ellipsoide des Systems, denn sie entspricbt dem spe- 
r.ieJien WcrLhe A" ^ oo. 

Fflr negative W rllie von i zwi dien den Gren/en c nod h 
reprSsentierl die Gleichung em HYpeil)oloid mit einei Mantelflaelie 
und fur Weitbe ^wischen den Cicn^en 6^ nn<! a' eui Hypeiboloid 
ihit zwei Manlelflkrhen Dem Gienzneithe J^ = c* entipiicht 
die Ebene s = al« Gien/e ywisclien den Flhp iden iind den 
einfachen Iljperl oloiden des ^j'^temB nei n nil ibn in lei 
allgemeinen Giiichmit, die & ibslitHlinnen 



t- - 



= f 



vollzifihen, so entspr' 
KegelscIinittM 



+ ,:,-'- ■;,-! 



in eineni spcciellen Si line jeiier Grenze zwisclien dnn 
Ellipsoiden nnd Hyperholoiden, welclier wir eben gedacbt 
haben. Denn diirch einen Punkt (a;', y , z) lassen sich im All- 
gemeinen drei einer gegebenen Fliiciie zweiten Grades conFocale 
Flachen legen, well fiir i,'^ als die nnbekannte OrOsse eine cii- 
biscbe Bedingungsgleichung 

x"^ v"^ z"' 

«^ — A^ ^ i,'i _ r T^ c^ _ A^ 
odd' 
i' [i'-^P] (t'-l'j + „■' {e'-J'j (.'-»'] + /« («'-!>) (6'-i») . 

_ (»<-l') (S«-J') (c'-l') 

gefiinden wild. Fiir z = ist eine dei- Wnrzein dieser Gleicbung 

X2 = c* und (lie beiden andern bestimmen sidi aiis der redu- 

derten Gleidiung x"^ (fi^—i^) + /= (a'—i.^) = {a^—l^} [6'^— l'^. 

Wenn 

«* — c^ b'^ — c^ 

isl, so wird eine VViirzel dieser Gleidiung A^ = c^ , mid diess 
bezeichnet den spedellen Sinn, in welcbem die Punkte der Fo- 
calellipse diesem Grenzwerthe entsprechen. 

In analoger Weise trennt die Ebene y^O die Hy- 
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192 Aclites Kapitpl. Art. 1G!I. 

per 1)0 lo ill e mit oilier Man t elf I iic lie voli deiieii mil, zwe 
Mantelflacbcn, ULid die Focal iiyperlie! in diuser Elieiie 



a^ _ b' ^ c^ — 6^ 
\fX diesem Crenzwerlhe in dcr namlicheii speclellen Art vei'bunili;n. 
Der Focalkegelsdinitt in Jer tiritlen Ilauplebene, welchen die 
r.leichiiiig 

bfizeichnen wiirde, ist imaginar.*) 

159. Die drei dnrcii einen l*uiikl geiiendeii mit einer 
gegebenen Fliiciie zweiten Grades coofocaleLt Fliitlipn 
sind respective ein Eiiipsoid, oiii Hyperboioid rait einer 
Manteiriache tind ein Hyperboioid mit /wei Manlel- 
flachen. 

Denn wenn wir in die /iir Bcstimmung von i^ dienende cn- 
bi.sclie Gleiclinng des letzten Art. die siircessiven Siibstitiitioneii 

1* = a\ A^ = b\ }? = c^, i* = — oo 
voil/iehen, so eriialten wir Resultate von den respectiven Vor- 
zeichen +■ ~-< ~l~' — • welches beweist, dass diese Gleichung 
atets drei reelie Wnrzein liat, von denen eine kleiner ais c\ eine 
zweite zwischen c' iind 6*, nml eine dritte zwisclien Ifl und «- 
enthalten ist. Wie ini lelzlen Artihel erbellt daraus. dass die 
diesen Wertlien enlspreclienden FISchen respective ein Ellipsoid, 
ein einfaches und ein zweifaches Hyperboioid sind. 

ItiO. Ein andercr pasaender Weg zur Aiiflosiuig des 
Proiilems, durcli einen gegebenen Pnnkl die zu einer 
gegebenen Flaelie zweiten Grades confocalen Flachen zu 
beseiireiben, beatelit ilarin, die primareAxe der gesneh- 
ten FlSclie als unbekannte Grdsse zu wahien. Weil dann 
«'* — 6'^ nnd a"^ — c'^ gegeben sind, welcbe wir durch A* und 
k^ respeclive bezeicbnen woUen. so baben wir die Gleicbnng' 



*) Rieselbe Sadie spriclit bIoIi bdcIl fol gen dor mass en mis; In jedein 
Pnnlite einer Hanptebene treffen nusser ilein Fooniltegelaciinitt deraei- 
ben we onfo alePllel n s nmen D 1 jeleii Punlit einevHaupt- 
a e el e na e z e onfo le T\i.a\ a d e be leu in ibr sich Bcbnei- 
d d Fo 11 gel hn t e p Isent e en d e andern. Im Ccntraiu der 
Flaciien seline den s c1 1 e Ebene de 1 e 1< ocilhegelsehnitte. 
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Prim!ir« Aypn RoiifoKn^v Tl^lfiliPii. Arl.. IGI. J 93 

Otl..T 

-|- ft'^JAVf^ + x"' (/i* 4- k') + y'-k'^ -f- ;'-/*= } — ir'Vi'/r = 0. 
Wir konnen auF Griiiid <lieser Cieiclmng die Coordiiialen ties 
DiirclisclmiUspimkles von ilrei conrocalon Flaolien in Funclion 
Hirer Axen besLimmen; (teiin wenn a'^, a"^, a""^ die Wurzeln 
der obigen Gleichung sind, so giebt iiir l«l7,les Glied x'-h-k' 
= <i'^d'^d"\ A. \\. 



("■' - ''-) ("*■' - <;'Y 

IJnd da wir ebenso wold 6^ oder c- als unsere unbekannte 
Grijsse aiisehen konnten, so erhalten wir (lie entspreciienden 
Ausdriiclte 

INC. Wir Iiaben in dem Vorigen h'^, 6"*, etc. als algebrai- 

sclie GrSssen d. b. mil Einscbliiss ihrer Zeichen vorausgesetzl, 
so dass z. B, c"' als zu eiuem Hyperboloid rait einer Mantelflacbe 
geliSrend weaeiiHicb negativ ist, wie aiich 6"'' und c'"* es sind. 

161. Dieselhe ciibische Gleichung erlaubtuns audi, 
den Radius vector des Durchscbnittspunktes confocaler 
FiSchen in Function der Axen auszudriicken. 

Deun das zweite Glied ders^iben giebt iins 
^"- + ?/' + ^'= H" ("- - ''") + i'^"- - c') = a'-^ + d"^ + d"-^ 
oder 

■C-' + f' + t"' = n"^ + ^■•■-' + .'"^. 

Dicser Ausdruck bsttc audi direct abgeleilet werden konnen, 
mittelst der fur a:'^, y"', /- im ietzten Art. gegebenen Wertbe; 
es geschie! t durch e Verfal e i Icl e* a ei zur Reduction 

*) Diese AuaJ e e ■> ben ne e of 1 e Best mmnng dec Coor- 
dinitten de I e sp nkte deun esc s n d la chst-huittspunkte dec 
Fooalhypei n t e F che (A 149 ) n f lie Focillij peril el 

ist, 30 sin' e oo d naten, dar K e spunk 
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194 Aclites Kiipitel. Avt. 162. 

anderer symmelrischer FuncUoiieii <Uesef Coordtnalen angewendet 

tverden kann. Denn indem man die vorigen Werthe subElituiert und 

aiif eine gemeiDschaftliche Benennuiig reduciert, wird x"^-\-t/'^-\-z'^ 

ft'^a'V/''^ (6=— c^l + b'H"H"'^ (ei— „ i) 4- c^c-'2c"-i (g ^^b^^ 

Da derZalilerfur jedederVoraiisse[ziingen6*=c*,c-=«^, tii'=6- 
miL Null idenlisch wird, so muss er durcli den Nenner oliiie 
Hest tlieilbar sein. Diese Division kann dunn in MgendiM' Weist; 
vollzogiin werden: Irgend ein Glied, z. B. a' VV'^c^ gielit, durch 
(ffl^ — i*^ oder das diesem Gleiche [a"^ — 6'^) dividiert, einen Quo- 
tienten a"''a""'c'^ und einen Rest b'^a"^a""'c'^x dieser Rest giebt. 
dnrcli [a'"^ — 6"'} dividiert, einen Quolienten b'^a""^c'^ und einen 
ResL 6'W"V, weicher in derseJhen Weise durcli («"'^ — b'"^) 
dividiert einen Quotient 6"W und einen Rest b"'b"''b'"'^c'' giebt, 
der durch ein anderes Glied des Dividcnden aufgehoben wird. 
Indem man in dieser Weise Tortfahrt, erhiiit man das frulier ge- 
gebene Resullat. 

162. Zwei confocale Fl^cben scbnciden einander 
iiherall reclitwinltlig. 

Wenn {x, y . z) ein geineinschaftlidier Pnnkt beider Placlien 
ist und p und p" die Langen der Normalen bezeichnen, welclie 
vom Centrum auf die Tangentenebenen beider in diesem Piinkte 
gefailt i^erden, so stnil nach Art. 89. die itic.blungsrosinus die- 
ser zwei Normaien 

>iE- t^ ££■ t-A. ilv_ P" ^' 

Sie sind zu cinander rcclitwinldig, wenn die BediLigung(Arl. l.^j.) 

erfiillt ist. Da aber die Coordinaten x\ y, x den Cleiobiingen 
beider Flacben genugen miisscn, so haben wir 



'j.+h + T'-' 



TMid erlialten durch Subtraction dieser Gleichungen und ivegen 
(■("- -- li'^ = ?/'* — i'^ = c"^ — c'- als Rest 



weli'.iie die beJiaupti'te ReclUwiukligUeit bestatigt. 
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Orthogonalltat coiifooalpr PUUlien. Art. lOS. 105 

Im Diirclischnitlspiiiilit von ilrui confocalen Fla- 
clien sclineidet dalier jede TaiigenieDtliene (ler eiiieii 
die beiden Tangentenebeiieii tier aniterii reclitwitiklig 
oder die Tangentenebene der einen Flaclie (inlUiilt 
die Normalen der beiden andeni Flaehen. 

163. Weiin eineEbene durcli das Centrum zii einer 
TangciJleiiebciie einer Flaclie zweiten Grades parallel 
gelit, so sind dieAxendes von ihrgebildetenScbiultes 
den Normalen der beiden confocalen FISclien parallel, 
welclie durch den Beruhrungspunltt gehen. 

Da bereits bewiesen worden ist, dass die Parallelen i\i den 
genannten Normalen recbUvinklig zu einander siud, so bleibt nur 
zu beweisen Obrig, dass sie conjugierte Durclimesser ilirer Schnill- 
curve sind. Nun ist nach Art. 94. die Bediiigung, iinter welcher 
zwei Linien conjugierte Durclimesser sind, durch 

ens a cos a cos /? cos ^' eos y cos / __ q 

a"^ "^ b'- '' e'^ 

dargestellt und nir haben also Cur die Richtungscosiuus der Normalen 
p" x fy p"x _ p"x f'y p"'z' 



zu beweisen, dass 



+ 7^^^ - 



is(. Aber die Wahrheil dieser Glelcbung ergiebt sicb ohne Wei- 
leres ans der Subtraction der zwei Gleicbnngen des letzten Artikels 



a"' 


ur^^i 


7W^ 


+ ^ 


7^3=0. 
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iiiid miltclsl iler fiir k, ^, y iiii leLzlen Aclikcl gygelierieii Wei'l.lic 
linden wir fiir <lie Lange einer ilieser Axen 




iiiitl "ir erlialteii diu'cli ilire Subtraction 

1 



+ 



und durdi Substitution dieses Ausdrucks in den vorlier ffir p- 
bestimmten Werth p^ = a"^ — a"^. In derselbun Art finden «ir 
fnr das Quadrat der andern Haibaxe ^ = «'^ — «"'^. 

Wenn also zwei confocale Flaclien zweiten Grades 
sich dtircbschneiden, so ist ein Radius der einen, wel- 
cher der Noruiale der andern in einem Punkte ibrer 
DMrcbschnittscur?e parallel ist, von conslanter LSuge. 
Diese Halbdurchmesser bilden daber auf der FlSche eine spbari- 
sche Curve, und beidenSystemen der Dnrchscbnitlslinien der Flacbe 
mit den ihr conrocalen FlSchen entsprechen so Systeme von spba- 
riscben Curven auf ihr. 

165. Da das Product der Axen eines Cenlralschnittes mil 
der Normalen einer parallelen Tangentenebene dem Producle der 
Axen ahc gleich ist (Art. 96.), so erhalten wir nnmittelbar Aiis- 
driicke fur die Langen p, p", p". Wir haben 



Diese Werlbi! hallen aucb durch Substitution der fruber fiir 
a:"K !/'*. i'^ gegebenen Ausdriiclte in die Gleicbung 

__l _ ^ + 1^ + i! 

orbalten werden kSnnen, iiidem man den erhalteneii Wertli von 
p"' durch (lie Methode des Art. 161. reducierl. 
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Consf,iTi2 von p. II. Art. 160. 197 

Der Leser wirJ die Sjmnietrie bemerkeii, welolie zwi- 
sciien diesen Werthen von y'^, p"'- iind p""^ und den fiji- 
a:'', /^ /* gcfundeiicn statirindet. 

Wenn wir die tlrei Tangenlenebeneii als Coonliuatenebencn 
belrachlcii, so wcrden (lie Nornialca p', p", p" die Coordinateii 
des Ceiiliuiiis der Piache. Die Analogic zwisclien den Wertheii 
I'"' V > p' 1 p" "I'l denen fdr x , y , z kann daiier Tolgender- 
rnassen ausgedruckt werden: Mil dem Punkte [x, y, z) als Cen- 
U'um honnen dm confocale Flaclien bcscliriebeu wci'den, welcbc 
die drei Tangenlenebeneii zu Hauptcbenen liabcn und sich in dem 
Cenlt'um des Oiiginalsygtenia durciiticlineiden. Die Axen des iieueii 
Systems von Conrocalcii sind 

«', a", a"; b', b" , h'" ; c, c", c" . 

Die drei Tangenteuubeneii des neuen Systems sind die diei 
HauptebeneD des Original systems. 

Wenn eiti Centralschnitt zu eincr dieser Hauplcbenen z. I}. 
der Ebene yz parallel isl, so beslimmt er in der Flacbe, zu wel- 
cher sie eine Tan gen I en ebene ist, cinen Kegelsclinitt, fiir wel- 
chen nai'b Art. 164, die Quadrate der Axen sind a* — 6^, fi'*~c^. 
Es ergiebt sicli also, dass Rictilungcn und Grossen der Axen von 
der Lage des Punktes x, y' , z unabbangig sind. Die Quadrate 
der Axen sind gleicb und entgegengesetzt den Quadraten der Axen 
des enlspreclienden Focalltegelschnilts- 

166. Wenn i) die L^nge des Durcliniessers einer 
Flacbe zweiten Grades bezeichnot, welclier der Tangentc 
in eineni Punkte ihres Durchschnitts mit einer confo- 
calen Flacbe parallel ist und wenn p die Norinale aul' 
ibre Tungenlcnebene in diesem Punkte darslelU, so ist 
fur alle Punkte der Durchnittscurve pB = const. 

Denn die Tangenle in irgend einem Punkte der DurcbschiiitLs- 
curve zweier Flacben ist die Durchschnittslinic Jhrer Tangenten- 
cbenen in diesem Punkte, und sie ist in diesem Faile normal zu 
der drilten durcb denselben Punkt gt^lienden confocalen FlScbc. 
(Art. 162.) Nach Art. 164. ist daher B- = d"^ — d"^ und somit 
nach Art. 165. 

., „ d-^li'^c-'- 

wclclies fiir gegcbcne a, a' einc Constante ist. 
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167. Man soil den On der Pole einer gegebenen 
Eheiie in Jicziig aiif ein System confocaler Flachen 
bestimmen. 

Sei Ax -\- By -\- Cz = I die lieLracLtele Ebeiie iiiii! (^, i?, ?) 
ilir Pol, so muss die Gleiciiuiig 

„= - A? T^ fi2 _ 1^ T^ c-i - I? 

iiiit der erstereii identisch wertleii, d. li. man muss haljcii 

g = ^ ^ ^, _!_. == c. 

Die Elimination von A- zwischeii diesen Gteicliimgt^ii (iul'i'i'l 
I'fir die Gleicliuiigen des Ortes 

^_ __ „. _ ^ _ i. = i __ c\ 
ABO 

Der fragliclie Ort isl dalmr eiiic i.m- gcgeljciien EJJCdc iiur- 
male Gerade. 

Diess Theorem enttiall implicite die Aiifl6sung der Aufgabe: 
Man soil eine Flache zweiten Grades bestiinmeu, die 
einer gegebenen confocal ist und eine gegebene Ebene 
berubrL; denn da der Pol der TangenLenebene einer PIficlie 
der Bcrfibrungspunlit derselben ist, so erbellt zunaclisl, dass nur 
cine FiScbe der verlangten Art extstiert, und dass ihr neruhruiigs- 
(Jiinkl niit der Ebene durcli deii Durebscbnilt des gefundenen 
Ones mil ihr bestimmt wird. 

Man kann das Theorem dieses Art. auch so ausspredien: 
Der Ort des Pols der Tangentenebene eiuer Fliiche zweiten Gra- 
des in Bezug aiiF eine zn ibr coiifocale Flache ist die Normale 
der ersten FlacUc. 

16S, Man soil die Entfernung zivisclien dem Beriili- 
ruEigspunkt einer Tiirigenteneberic wiid ihrem in Bezug 
auf eine confocale Flaclie genomiiienen Pol bestimmen. 

Seieii x, y, x die Coordinatcii des Beriihrungspunktes einer 
Tangentenebene der Flaehc voji don Axon a, b, c, und |, tj, £ 
die des Pols derselben Ebenc in Bezng auC die confocale Flacbe 
von den Axen a , b' , c; so gclten wie im letzten Artiket die 
Gleicbungen 

x t 'J i; 2'3 ? 
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Die Aseii lies Tiingeiitenkegels. Art. iOy. [9() 

also 
, , a'2 — rt^ , , b"^ — '>^ ■ ^ . c"' — «- . 

^ — X = — -^.j — X, ri — y==~ i;2~ V' ^~^ = — ;^^ ' 

uiiJ iliirli Quailrieren iinil naehhei'ige Addition erlialt man 

^' -("-«''• {?" + ? + S' 

neni] ^ die vom Ceiili'uin auf die Ebenc gel'allte Koriiialc Ijezciclinut. 

169, Die Axen des Tangentenkegels einer Flaclic 
zweiten Grades sind die Normalen der drei cotifocalen 
FliJiclieri, welche durcli den Scheilei des Kegels liin- 
diirchgelien. 

Betrachten wir die Tangentenebene einer von diesen durcli 
den Scheitel (x', y , z) gehenden FlSche, so liegt der Pol dieser 
Ebene in Bezug auf die Originalflaclie nach Art. 65. in der Po- 
larcbene von {x , y, z) und nach Art 167. in der Nomiale der 
confucaleii Flache; es ist dalier der PunUt, in welcliem diesu 
Normale die Polarebene von {x', y, z'j d. h. die Ebene der Ito- 
rulii'Uiigscurve des Kegels durclischneidet. 

Aus Art. 64. folgt daiin, dass die drei Normalen die t]bene 
(Icr Ben'ilirung in drei Punliten sclineiden, von denen jeder der 
Pol der Verbindungslinic der beiden andern in Bezug auf die voit 
ihrer Ebene bestimmte Schnittcurve ist; da diesetbe aber ziigleieli 
ein SchiiiU des Kegels isl, so sind nach Art. 71. die bezeichnelcri 
Normalen ein System conjugierter Durcbmesser der Kegelflache, 
und insbesondere, vceij jede von ihnen zu den beiden andern 
recbtwiuklig ist, die Axen derselben. 

170. Wenn durcli eine beliebige Tangeiite eiiicr 
Fiaclie zweiten Grades zwei Tangentenebeneu an cine 
zu ibr confocalc Flacbe gelegl werden, so bilden die- 
selben niit der Tangentenebene der ersten Flache in 
dem gegebenen Punkte gleiche Winkel. 

Denn diese Tangentenebene ist nacb dem letzten Artikei eine 
Hauptebene des Kegels, welcher den gegebenen Puokt zum Schei- 
tel hat und die confocale Flache beruhrt, wahrend die heiden 
Tangenlenebenen des Satzes Tangentenebenen dieses Kegels sind; 
und zwei Tangentenebenen ernes Kegels, welche durch eine in 



y Google 



200 AchUs Kapitel. Art, 171. 

eiiier Hauptebene cntliallene Gerade liindinclit;«lieii, machen iiiU 
ilieser Ebene gleithe Winkel. 

Die Pocalkegel, d. h, diejenigcn Kegel, welclie aua Jielieingeii 
Scheitelpiinklen uber den Focalltegelsclinillen eiiier Flache zweiten 
Grades beschrieben werden, sind die Grenzf&lle von Kegein, welche 
die confocaEcn FIficben umhflllen und die zwei Tangenlenebenen 
eines PocalUegeis, welclie durcli sine beliebige Tangenle einer 
FIScbe zweilen Grades gelegt werden konnen, niacben daber gleiche 
Winkel mil der Tangentenebene der Flache, welcber jene Tan- 
genle angeh&rt. 

Wenn die Flache zweilen Grades selbsl eio Kegel ist, so 
reduciert sich ihr Focalkegelstbnitt auf zwei gerade Linien und 
das eben ausgesprocbene Tbeorem lautet in diesem Falle dahin, 
dass jede Tangenlenebene eines Kegels mit denjenigen Ebenen 
gleiche Winkel bildet, vvelcbe die Beruhrungsseile mil je einer der 
Focailinien bestimmt. Wir iverden diesen Salz im S. Kapitel 
unabbangig beweisen. 

171. Alls Art. 169. folgt, dass die Gleichiuig des 
Taugenlcnkegcls einer Flacbe zweiten Grades die Form 

Ax'' + By' 4- Cz* = 
annthmeii muss, wenn die Nornialen der dureii seiueii 
Scheitel gebeiiden confocalen Flacbcii als Coordinaten- 
axen gewahll werden. Indem wir diess durch eine wirkliclie 
Transformalion bestatigen, erbalten wir zugleich einen unabbangi- 
gen Beweis des Salzes des Art. 169. imd die Kenntuiss der wirk- 
licben Wertbe von A, B, C, welche uiis spaler mebrfach von 
NuUcn sein wird. 

Die Art. 78. gegebene Gleicbung des Tan gen I en keg els ist 

(S + S + ?-oe + f; + S-') 



K^ 



-1 



und sie wird, zu parallelen Axcn duri:!i den Scbeileipuiikt des 
Kegels transformiert, in die Form 

(S + !? + ?-') ($ + t + S) 
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ubergefuhrt. Um sie nun auf die drei bezeichoetcii Normalen a!s 
Axen zu hezielien, liabeii wir die Riclitiingscosinus dieser Linien 
in die Formelii des Art. 17, einzusetzen und eriiennen, dafs wir 
... p'x , p'x , p"x 



zu siibslitoiereii liabco. 

]72. Um das Resultat dieser Substitution leichter zu erkennen, 
wffden die i'olgenden Formeln nuUlich seiu, lat 

S + i;' + $-!-«•). 

so liaben viir wegen 

S + S + ^^-i-<> 

wir iiiideii in gleiclier Art 
und aiis li«i(!en 



aus 



Ueberdiesa crbalten wir aus 

1 



und h'^ 

_-'!- + J^_ + ^ _ ""^ "_ _°_i 

o'<o' ^ y<S' T (!''0'' «''— 11=)' /> (U''— U') 

*) Wir Ijemei'kon, ^aas 

_ d.''-,.') (."■-a' ) .'"'-ii') 

* ^ip? 

ist, we'll a'^—a^, a"'— a', a"'^—a^ A\a WuiKelii der cubisclion Glejeliung 
des Art. 16S. slntl, deren abaolntes Glied = a'b^c^S ist, 
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173. Weiiii wir nun die verlangle Transformation aiisfulireii, 
so crhalten wir auf Jer linken Seite der Gleichung des Art. 171. 
den Cnotficienten von x^ in der Form 

''^{A + H'^+'-A 

iintl lien Coefficieiiten von xy in iler Form 

(lie linJti! Seile der Iransformierten Glelciiung wird dalier 

Wenn wir danu die GrSsse 

a^ "I" b'' "^ c^ 
in diT uamliclten Weise behamlein, so eriialten wir 
S ( ^'^ -I ^ "y _L, y'"^ '\ 

und erkertnen, dass ihr Quadrat gegen die erste Gruppc dtir Glie- 
der der linlsen Seite versclivviridct, so dass die Gleichung des Ke- 
gels in der Form 

j/„, + -,|^, + ^.>^, - 0, 

d. i. die erwartete transformierle Form, ubcrgetit. 

174. Als specielle Falte des Vorigen ergebcn sich die Gleicli- 
iingcn der Focalkegel (Art. 170.} d. h. der Kegel, welcher 
aus deni belicbigen Punlite {x, y , z) iiber der Focal- 
ellipse tind der Focalbyperbel besebrieben werdeu. 
Sie entsprecben den Wcrthen n* — c^, a' — b'^ fiir das Quadrat 
der primareii Axe, ihre Gleicliungen sind daUer 

c ^ ' c * ' c ^ 

_5 -.2 ,S 

|i. + ^ + ^-o. 

Wir batten dieao Gleicbungen audi direct erhalten konnen. 
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viern wii diP GiLiLiiungen der toealkcoel wit, in Beisp 12 ties 
Alt 121 gebildet und ate ddiiii \Me in den letztenAit tiansfoi 
iniert hattcn 

Mm eikennt oline Sdiwierigkeil dass irgend etne Noimale 
nnl die ent piechende fangTOtenehcne mil jeder dti Haiiplebenen 
einen PunI t und eine Geiade bestimnieii wflclie in Biziig anf 
den Focalkpf,cl chnitt deisilhtn P I iinl Pjlaic sinl C', i I en 
«(LLiellet Tall des Ait Ib^ 

Die in dem vorheigehenden A I ai pGwendtlcn luiinein ei 
lauben auch die Transform a tiou lui^li andein Gleidiui gen /it 
denselben neuen Axen. 

Beispiel l.Mantransfonmerfi die Gleicliung der FIKcIie zwei- 
ten Grades selbst zii den drei Kormaleii diireli den Punlit x, y , z 
als Asea. 

Die zu parallelen Axen durch den Piinld (a,', /, /) trans forniierle 
GleichuDg ist 

% + S + J + S + 2 (5^ + % + "■) -0; 

do nun i!io Transformation der Polynome 

S + S + S ""'1 if + f + 7^ 

KU den drei durch jenen Punkl gehenden Soirnaleu der cnlspreclieiiden 
confocalen Flachen als Asen im Art. 173. gegeben worden ist, so wird 
die fragliclie trans fonnierie Gleichurig sofort in der Form 



gefundeii. Die yuf der liakenSeite derselben zwisclien den Klan 

iiende Grosse giebl (iherdieas,gleicli Knll geselzl, die transformierte Cleicli- 

nug der Polarebene des Punktes. 

Beispiel 2, Wenn der Pimkt (x', y, z) in der FiSclie selbst liegl, 
su erfaiirt diese Gleichung eine Veranderung , die nir angeben wollen, 
Die zu parallelen Axen trans forraierle Gleicbung ist dann 

S + S- + S + 2(5^ + ? + S)-» 

und bei der Transformation wird der Coefficient von x'- 

^-'S + S + a 
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— wir wolleii ilm (liii-cli -; kurz beieiclineii — cler von y* 

r' 

der Coefficienl von j/i verschwindct identiscli und die Gliedcr vom ersten 
Or»ie reducieren sicli auf — ; die trail sformicrte Gleicliung isL dalier 

Wir Leinerheii, dass y der zurKormale im PunkLe a' i/' z' parallele 
Duidiiiicsser ist uiid dass wir haben 

so dass die trans forioierte Gleichung (iberdiess in der Form geselirielien 
werden !iann 

t^j-g' + ^-^^^^ + {x+ pr = p'. 

Beispiel%. Wir geben endlich die Transformalion der Gieieji- 
uug derReciprocalfiache in Ilezug auf irgend einen I'unitt fur 
die drei Normalen dea confocalcn Systems durcli diesen Punkt 

Die Gleichung der Keciprocalflaclie ist nucli Art. 127. 

(a-« + »' + zz + k'f = «',.' + bV- + cV. 
Durcli TransforniatioD geht nacli den Formclii des Art. 179. die 

(».T + „' + «■) ill [p'l, + p'y + p"« + *') 
fiber; fiii' die Transformalion von 

„V + 6V + cV 
fmdet man den Cocflicienten von x^ 

_(„'-,op-' (S + |.; + S) +f''(f; + f.; + ji) 

der Coefficient von xy ist 

2" IS' + wS + iJ?-!' 

uiid vveil 
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i + t. + i.~^ 



Imbeii V 



unci ilie Iransrorniierte Gleichung erhiUt die Form 

(,,•2 _ „5j ^-. + [„"^ _ „^) j,2 ^ {^-2 _ ,.) ,. 

+ 2*2 (p'a; + p"y + p" ^) + /r* = 0. 

175. Wenn wir nun zu der im Art. 173. gegebenen Gteicli- 
uiig des Tangentenkegels zuruckkehreii, so heweist ilire Form, 
dass alie concentrischen Kegel, welche e'lnern Syslem 
von Gonfocalen Flaclieu umsclirieben sind, coaxial 
uiid coDTocal sind. Deiin die drei Normalen, welclie diirch 
den gemeinsclianiictien Sclieitel gelien, sind fijr jeden Kegel des 
Systems die Axen, und die Form der Gleichung zeigt, dass die 
Biirerenzen der Quadrate der Axen von a^ imabhangig sind. 

Die Gieicbungen der gemeinschafLliclien Focallinien dieser 
Kegel sind nach Art. 147. 



Wenn nnn im Art. 164. bewiesen wiirde, dass diir Cenlral- 
sclinitt des Hyperboloids mil einer Manlelllacbe, welcbes durrli 
[x, y, z) geht, durcli 

dargestellL vvird, so folgt aus der Wahrheit, dass der Scbiiilt 
des Hyperboloids mit der Tangenteneliene dcm Centra Isuhnitt 
alinlich oder durch 

_^__ „ -„-^-^- = 

gegeben ist, der Satz von Chasles und Jacobi:''') Die Focal- 
linien des Systems von Kegein, welcbe aiis einem be- 
liebigenPunkte denFlaciien eines con focalen Systems 
umgesclirieben sind, sind die Erzeugenden desHyper- 
boioids mit einer Mantelflathe itnler ihnen, welches 
durch diesen Ciinkt gelit. 
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Mao kann tlensblben audi so beweiscn: Weiiii man ilurcli 
eine beliebigo Seite eines unler diesen Kegein die Tangciitenebene. 
desselben und Ebenen duF<;h die erzeugenden Liiiien jenes Hyper- 
boloids hindurcblcgt, so sind diese Letzleren Tangentenebenen des 
Hyperboloids und bildeii dalier nacb Art. 170. mit der Taiigeii- 
tenebene des Kegels gleicbe Winkel. Diose zwei Erzeiigenden haben 
also die Eigeascbafl, (lass die durch sie und eine beliebige Selle 
des Kegels gelegten Ebenen mit der eiitsprechenden Tangenlen- 
ebene desselben glriche Winket ein^chliessen, eine EigenschaTt, 
weicbe nacb Art. 170. den Focalliiiien angehorr. 

Zusalz 1. Die Reeiprokeii eines Systems von conl'n- 
caleu Fliiclien in Bezug aiif irgend einen Pimkt baben 
die namlicben Kreisschnitte. Denn die Beciprokairiacbeti 
der diesen) Punkte entsprechenden Tangentenlu'gei liaben nacb 
Art. 148. dieselben Kreisscbnitte , und sie sind die Asymptototi- 
kegel der Reciprokalllacheu. 

Zusatz 2. Die Umrisse der orlhogonalen Projectio.. 
n.en eines Systems von conl'ocalen FIScheii auf eine 
Ebene sind confocale Kegeischnitle. Die.se Projectionen 
sind die Dnrchschriitle der gedachlen Ebciie mit den zii ibr nor- 
malen die Macben des Systems umhiillenden Cylindern, und man 
kann diese Letzleren als ein System von Tangentcnkegein be- 
tracbten, ^^elche den unendlich entrernten gemeinscliariliclien 
Punkt der Erzeugenden zum Scheitel haben. 

176. Unter den Flacben eines ronfocaleii Systems 
existiereu im Allgemeinen zwei, welehe eine gegebcne 
gerade Linie beriihren. 

Sei {x', y, z) ein Punkt der belracbteten Linie und sind 
a, a", a" die Axen der drei Flaehen des Systems, welche durcb 
ibn bindurchgeben, «, |3, y die Winkei, welche diese Linie mit 
den drei Normalen bildet; so erbellt aus Art. 173., dass das a der 
gesudilen FlSche durch die quadratische Gleichnng 
cos- a cos' (3 cos' y ^ 

bestimmt «ird. Sind nun a, a' die Wurzeln dieser (ileicbung. 
so haben die bciden Kegel 
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die gegebene Gcrade ziir gemeinschafttichen Seite iiii'l man be- 
weisl genau wie im Art, 162,, dass die Tangentenebeneii rfer liegel, 
welche diirch diese Linio gehen, zu einander rechtwinklig sind. 
Da aber die Tangeiitenebeni;n des Tangeatenkegels einer Flaclie 
audi Tangeiiteiiebenen dieaei' LeUleren sind, so ergiebl sich daraus, 
dass die durch eine gerade Liiiie gehendeii Taiigcn- 
tencbeneii der bciden sie beriiliretiden Flacheti eines 
confocalen Systems zii cinaoder rechtwinlilig sind. 

Zuweilen fiiidct man die Eigenschaft, dass die von eineni Punkt 
ausgebendenTangenlcnkegel von zwei sicb durchscbneidenden con- 
focalen Flacliea zweiten Grades einander rechLvvinklig d urc I iscli Dei- 
den, dahin ausgesprochen, dass zwei coofocale Fiachen, von 
eincm beliebigen Piinkte aus gesehen, einander lecht- 
winktig zii durchschneiden scheinen. 

177. Die Normalen der Flachen eines confocalen 
Systems, welche den durch eine gegebene gerade Li- 
nie gehenden TangenLeiiebenen derselben enlspre- 
fihcn, sind die Erzeugenden eines hyperbolischen Pa- 
raboloids. 

Sie sind olTenbar einer Ehene parallel, niimlich der znr ge- 
gebenen Linie normaien Ebene; iind wenn wir irgend oine der 
confocalen Flachen betracblen, so enthalt nach Art. 167. die Nar- 
male, welche irgend einer durcb jene Gerade gehendun Ebene 
cntspricht, den Pol dieser Ebene in Bezug anf die angenommene 
confocale Flache, einen Punkt also, welcher ein Punkt der Polar- 
linie der gegebenen Geraden in Bezug auf diese confocaie Fliicbe 
isl; in Folge dessen schneidet jede Normale die Polarlinie der 
gegebenen Geraden in Bezug anf irgend eine der conrocalen Fla- 
chen und die durch die Normalen erzeuglc Flache ist daher ein 
hyperbolisches Paraboloid. (Art. 115.) Die Polarlinien der eben 
angestellten Erorlerong sind filr das namliche Paraboloid die Er- 
zeugenden des andern Systems. 

Die beiden Punkte, in denen diess Paraboloid die 
gegebene gerade Linie schneidet, sind die zwei Punkte, 
wo dieselbe die beiden confocalen Flachen heriilirl. 

Wenn die gegebene gorade Linie selbst ffiir eine 
der Flachen des Systems (U) eine Normale ist, so erhalten 
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wir eineii bemerkeiiswerUien specielieii Tall. Die Normaie 
welche irgenil einer der tlurcli sie geliendun libenen eiitsprkbt, 
nird nach Art. 167. gefunden, indem man von dem in Bezug auf 
jene Flache U gen om men en Pol dieser Ebene auf dieselbe eine 
Normale failt; es isl aber olTeobar, dass jeiierPol iind (liese Nor- 
male in der Taugentenebene von licgeu inussen, zu welcht'r 
die gegebene Gerade normal isl. In diesem Falle Hegen so- 
mit die Normalen in einer und derselben Ebenti. 

Aus dem Principe, dass das Doppelverhaltnlss von vier durch 
i?ine gerade Linie gehenden Ebenen mil dem Doppelverliallniss 
ihrer in Bezug auf irgend eine FIScbe zweiten Grades genomme- 
nen Pole jjbereinslimmt, wird sogleich erhannt, dass irgend vier 
Normalen al)e die der gegebenen Linie in Bezng auf die F1&- 
chon eioes confocalen Syslems enlsprechenden Poiarlinieii projee- 
IJvisch tlieilen; daber umhiillen in dem betraclitelen spe- 
cie II en Falle die sammtltchen Normalen notliwendig 
uinen Kegehciinilt, und zwar eine Par abel, weil die Nor- 
male in einer ibrer Lagen ganz in unendlicher Entfernung licgt, 
iiamltch in dem Falle der unendlich grossen Kugel, vvelche ilem 
System der confocalen Fiachen nach Art. 158. angehort. 

Der Fusspunkt der gegebenen Linie in derjeni gen 
Fliiclie des Syslems, fiir welche sie eine Normale ist, 
liegt in der Directrix tier Parabel. 

178. Wenn a, §, y die auf die Normalen durch den Scbei- 
tel bezogenen Richtungswinkel der Normale zu einer Tangenlen- 
ebene des Kegels der Art. 171., etc, bezeichnen, so inGssen die- 
selben, well die bezeicbnete Normale dem reciprolien Kegel ango- 
hOrt, die Relation 

[a"^ — a"'] cos^ft -|- (a"^ — «>os^j5 + {« "^ — a^} cos^ = (I 
oder a'^ cos'a -|- a"^ cos^^ + «"' cos^y = a' 

erfOllen. Dieselbe eriaubt uns, die Axe der FlSche des Sy- 
stems zu bestimmcn, welche irgend eine Ebene be- 
ruhrt; denn fur einen beliebigen Punkt dieser Ebene wissen 
wir die ihm enlsprechenden a, a", a", so wie die Winkel, wel- 
cbe die drei durch ibn gehenden Normalen mil der Ebene ein- 
schliessen, so dass die GrSsse «^ ebenfalis bekannt 1st. 

179. Wenn die Relation, des letzten Art. unabhangig bewie- 
sen w£ire, so wurde durch Umkehrung dec Scblussordnung aus 
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ihr eiii Beweis fur die Gleichung dus TangeiUcnkcgels 
im Art. 173. ohne Trauaformatioii dcv Coordinaliin hci-- 
vorgehen. 

Der folgciide Bmveis der Relation riilirt voii Cliasles lii:r: 
Die Grosae 

a"^ cos^K -\- a'"^ co%^§ -\- a"' cos^y 

ist die Siimme tier Quadrate der Projectioneii der Liiiien a, a", a" 
auf eine Normale ziir gegebeneii Ebene. Wir Iiaben im Art. 165. 
geseheii, dass diese Liiiien die Axen einer durch das ursprung- 
liclie Centrum gehendeu FlSche sind, welche den Punkt (x, y, z) 
zu ihrein Centrum liat, Und es ist in demselben Art. bewiesen 
worden, dass der Radius vector vom Centrum iiacli (.-c', y, z) 
mit zwei Geraden, weiclie den Asen der Focalellipse parallel und 
gleich sind, ein System von drei conjugierten Durcbmessern bildet. 
Wir wissen fcrner aus Art. 98., dass die Sumnie der Quadrate 
der Projectionen von drei conjugierten Durclimessern einer Fladie 
zweiten Grades auC eine beliebige Gerade eine Constante, d. i. 
der Snmme der Quadrate von drei andern conjugierten Durcb- 
messern derselben Flache gleich ist. Daraus folgt dann, dass die 
Crosse 

a'^ cos^a -}" ""^ cos*^ + a'"^ cos^y 

gleich ist der Summe der Quadrate der Projectiouen des Radius 
vectors und zweier den Axen der Focalellipse paralleler und glei- 
clier Linien auf die vom Centrum auf die gegebene Ebene gefallte 
Normale. Nun sind die beiden letzten Geraden nacb Grosse und 
Richtung constant, also auch die bezeicbneten Projectionen der- 
selben, und die Projection des Radius vector ist, weil die 
Normale seibst, so lange constant, als dev Punkt {x'. y, z) der 
gegebenen Ebene angebiirt; also ist bewiesen, dass die betracbtete 
Grosse 

a' cos^K -|- «"^ cns^^ -j- «"'^ cos-y 

f^onstant ist fur alle Lagen des Punktes [x, y', s') in einer festen 
Ebene, und man erkennt, dass dieser conslante Wertb das «^ der 
die Ebene berttbrenden Flache des Systems ist, weil dieser Werth 
sicb fur cos « = 1 , cos |3 ^ 0, cos y = ergiebl. 

180. Der Ort Oes Durchscbnir.lspunktes von drei zu 
einander rechtwinkligen Ebencn, von denen jede eine 
von drei confocalen FlSchen tangiert, ist eine Kugel. 
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Man gelangl ziini lieweise <lieses Salncs gaii/. wie im Art. 

93.; man addkrt 

p^ = n^ pog »(( _^ j2 (Qg 2|3 ^ gi cog "iy ^ 
;i'^ = n'^ cos V -f- 6'^ cos ^(3' + ^^'^ '^'•s V' 
p"^= rt"-cos -a"+ &"-ciis ^^"+ c"^cos V' 

iinil erlialt 

,. _ ,f + i,I + c! + („'2 _ .1) + (."! ._ <.2,_ 

wenii p die Entfernung des Centrums vom Durchschnittspunkt der 
Ebiiiicn bezdclinct. Durcli die Subtraction der beiden Gleiciiungen 
p'- ^ «' cos % -j- 6' cos ''^ -j- c^ cos ^y, 
^'i ^^ „'2 (.pg 5„ ^ /,'a cos ^(S + c'^ cos ^7 
erkennen wir f«rner, dass die Differenz dor Quadrate der 
auf zwei parallele Tangentencbenen von zwei confo- 
calei) riaclien gefallten Norinaleii constant unii gleicli 

181. Zwei Kegei von gemeinsciianiicliem Centriiii] 
umlnillen zwei citnfocale Flachen; man soil die Lauge 
(les Absclini ties bestimmcn, der in einor ihrer gemeiii- 
scbaftliclien Erzeugenden durcli sine das Centrum ent- 
lialtendc Ebene bestimmt wird, welclie der Tangenten- 
ebcne voneiner der durcli denScheitcl gelienden con- 
focalen FUchen in diesem parallel ist. 

Die in den vier gemeinscliaftlichen Kanten gebildeten Ali- 
scbnitte. sind von glelcber GrSsse, weil dieselben gegen die Sclmitt- 
ehcne gleicb geneigt sind, als welcbe einer gemeinscbaniiclmu 
llauptebene beider Kegel parallel ist. 

Filr die DurchscbniUe von zwei confocalen Kegcln 
x'^ y^ z^ x^ tr '^ 

? + f. + 7 = »' .^ + F^ + /<-» 

gellcn die Gleiciiungen 



und wenn wir tlen gemcinschaftliclien Werth dieser Quotientcn 
<Un'ch ^' bezeiulinen, so ist 

»' + S> + ,• _ 1= (.' - ,!■) (,S= - ,') {f - .!). 
Indem wir dann die Werilie von a^, /3^, y^ aus den Gieicb- 
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iKigen iler Tangenteiiliegel (Art. 116.) einset^en iinil A- daw 
(lie Gleichung des Art. 165. Ueslimmfiii 



eriialttii wir I'iir tlas Quadrat (Ibs fraglichen Absclmilt.s 



Weiiii die FlSchen saninilli(;h von verscliiedencii 
Arlen sind, so zeigt clieser Wertli, dass der bezeicli- 
nete Abschnitt der Norniale gleieh 1st, weiche vom 
C B n t !■ u m a II f die T a n g e n t e n c b c n e in i h r e m D ii r c. Ii - 
Hchiiiltspunkt gefiillt wird. 

Wenn wir specieil vorausselzeii, dass dii; IielracliteLen Kiigcl 
liber der Focaleliipsc nnd der Focalliyperbel des Systems liesclirie- 
ben sind, so isl 

a^ = a^ — C-, a'^ = (i^ — 6^ 
nnd der Werlli des Abscbnitts reducierl sich auf a; d. b. wenn 
durcb irgend einen Punkt eines Ellipsoids einc Sebne 
gezogcn wird, weiche beide Focalkegelschnitte sclinci- 
det, so ist der in ihr durcb eine der Tangentenebene 
des Punkles parallel durcU das Centrum gebendeEbene 
bestimmte AbscbniU der grossen Axe derFlSclie gleicb. 

Diess von Mac-Cullagb gefundene Theorem ist das Analo- 
gon des Satzes fiir ebene Curven, nach welcbera eine durcb das 
Centrum parallel zu einer Tangente einer Ellipse gezogene Paral- 
lele in den Focalslrablen des Beruhrungspmiktes Abschnitte be- 
slimmt, wekhe der Hanptaxe gleicb sind. 

iy2. AnfGrund der eben entwickelten Principien hatChas- 
les die Losung des Problems gegeben, die GriJsse und Rich- 
tung der Axen einer centraten Flache zweiten Grades 
aus eineni gegebenen System conjugierter Durchmesser 
zu bestimmen. 

Wenn wir die Ebene von zweien derselben betraclileu, so 
konnen wir nach den Geselzen der ebeneu Geomelrie die Grosse 
und Richtung der Axen des ihr entsprechenden Schniltes be- 
stimmen. Seiner Ebene ist die dem Punkte P, dem Endpnnkle 
des drilten Durchmessers, entsprechende Tangentenebeoe der 
Flacbc parallel, Nun ward im Arl. 1C5. bewiesen, dass <laK 



y Google 



212 Achtes Kapitel. Art. 183. 

Centrum tier gegebenen Flaclie zweiten Grades der Diirchaclinilts- 
pankt von drbi confocaleii Flachen ist, die in P ilir Centrum 
haben- Wenu wir die Focalkegelschnitte dieses neueii Systems con- 
focaler Flachen bestimmeii, so sclineiden sich die beiden aus dem 
Centrum der gegebenen Flache fiber dlesen beschriebenen Focal- 
kegel in vier geraden Linien, weiche mit einander sechs Ebenen bc- 
stimmen, deren Durcbschnittslinien die Richtungen <Ier fraglidiesi 
Aien bezeicbnen, wShrend nach Art. 181. die durcli den Punkl 
gehenden TangenLenebenen in ihnen die der LSnge der Axen 
gleiclien Stilclie abschneiden. 

Die fragliclien Focalkegelschnitte werden aus der Keiintniss 
ihrer Ebenen und der Kichtung ilirer Axen leicht consLruiert, 
da die Lange derselben iiberdiess durch 

ausgedriickt sind und die Axenlangcn des gegebenen Sdinittes 
a' — tt'^, (fi — ij"^, (Art. 164.) welche bekaiint sind, jenc direct 
bestimmen. 

183. Wenn durch einen Punkt P in einer FlacIic 
/weilen Grades eine Sehne gezogen wird, weiclie »ie 
im Art. 181. zwei conforale Flachen bcrohrt, so konnen 
wir einen Ausdruck liir die Lange derselben finden. 

Wir Ziehen einen ilir parallelen Halb (lurch me sser durch das 
Centrum und bezeicbnen seine Lange durcb 7i; nenn wir dann 
durch P eine zu diesem Durchmesser conjugierte Ebene und eine 
Tangentenebene legen, so bestimmen beide in jenera Durchmes- 
ser, vom Centrum aus gemessen, Abschnitte, deren Product ■'= I^ 
ist, Nun ist aber der durch die conjugierte Ebene bestimmte 
Absclinitl die Haifte der fraglichen Sehne und der der Tangenten- 
ebene entsprechende ist derselbe, dessen WerMi wir im Art. 181. 
gefunden baljen. Daher isl 

2 ji' /{(." - .' ) K' - a'-)} 
^- ?SV • 

Wenn die betrachtete Sehne insbesondere dicjenige ist, welche 

die Iteiden Focalkegelschnitte schneidet, so haben wir 

2 S^ 
■a' = fi'2 _ ^-i^ a'a _ „- __ i;i ,,„,! q = ~- 

184. Man soil den Ort der Scheitel ailcr der gc- 
vaden Kegel hestimmen, welclie eine gegehene Flarhe 
:'weitcn Grades umhiiilen. 
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Daniil diu Gloichung 

einen gcradcii Kegel darstellt, mussen zwei iLrer Coeflicieiiten ein- 
andei' gleicli sein, d. li. man muss cnUieder a" ^ a, oder a" = a" 
habeti, oder in aiiilet'D Worten, die Gleicliung des Art. 158. muss 
fOr dt'D fraglidicii Pnnkl (a;', y, z) zwei glciclie Wnneln habcn. 
Da nun nacli der Untersucliung dcr Grenzcu dcr Wurzeln gleiche 
Wiu'zein niir uuler dci' VoraiissclKinig mSglicIi sind, dass A. einei- 
der Haiiplaxeii gleicli isl, so critejineii wir als den fraglicheii 
Ort die Focalkegelscliiiitle der t'lache. Dless slimnil mil duni, 
was iio Arl. 155. Iiewiesen ist, iiberein. 

Wii' ei'Kennen daraus, wie es schon lieracrkt ist, dass ifio 
Recipiuke einer Fi5cbe zweiten Grades in Bezog aul' 
einen ihrer Focaijiunlite eine Umdrebungsflatlie isl, 
und dass iusbcsondere als Rcci|)rocairiauhe in Itezug 
aiit' einen Kreispunkt ein Umdrebungsparaboloid cr- 
hallen wird. Denn ein Kreispunkt gebflrt zugleieli einem Fo- 
talkegelsclinill (Art. 149.) und der FISclic selbst an, und aus deni 
letzleren Grunde bekannliicb \si die eiitsprecliende Fteciprokai- 
flache ein Paraboloid. 

Als ein anderer specieller Fall uiiseres Salzes crgielit sicJi, 
dass eincr ccntralen Flacbe zweitcn Grades zwei ge- 
rade Cylinder umscbrieben werden Iionnen, deren Er- 
zeugende den Asyniptoten der Focalhyperbol parallel 
sind. Endlich ergiebt sicli, dass der fiber der Focalellipse 
stehende Kegel nur dann ein gerader Kegel ist, wenu 
sein Scbeilel dcr Fouaibyperbel angehort und umge- 
kehrt; ein Ergebniss, welches ohno alien Bezng auf die oonfo- 
calen Sysleme dabin ausgesprocben werden kaun, dass der Ort 
der Scheilel derjenigen geraden Kegel, welehe iiber 
einem gegebenen Kegelsehnitt steben, ein zweiter Kegcl- 
schnitt ist, der die Brenopunkte des erstoren zu Schci- 
leln und seine Scbeilel zu Brunnpunkten bat und desseii 
Ebene normal zur Ebene des ersteren sLelil. (VergI, Arl. 
121., 12.) Wenn 

"l a. y:- _ 1 
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die Gleichung des ciiien Kcgclscliuitls ist, so urlialt man die 
andern in der Foim 

■ S = 1. 



Es ward im Art. 126., 8. bewieseii, tlass der aiis eincm 
Focalpunkt einer Umdreliungsfladie an eitic sie umhilllende Flaclie 
zweiten Grades gehende Tangentenkegel eiii UmdreliuiigsUegel 
set itnd im Znsammenhang dieses Artikeis erkennen wir nun, 
dass die FocalUegelschnitte einer FlSche zweiten Gra- 
des den Ort der Focalpunkte aller der Uindrelmngs- 
flachen bezeiclinen, welclie derselljcn umgescliriebcn 
uerden konnen. 

185. Alls dem vorher Gesagteii gelit hervor, dass die Focal- 
Ellipse und Hyperbe! in zu einander rechlwiiildigen Ebeneii so 
liegen, dass die Scbeitel der isincn die Breiinpunkte der andern 
bilden. Von zwei solchen Kegelschnitten bildet so zu sagen der 
dne lien Ort der Focalpunkte des andern, so, dass jedes Paar 
fester Punkle F, G des einen Kegelschnitts als Brcnnpunltte des 
andern belrachtet yerden kSnnen, insofern die Suinme cder 
Differenz der Eotfernungen FP, GP nach einem verSndedicbcn 
I'imkte P des andern constant ist. 



Wenn nir in die 


Gleicbimgen der Kegelsclinilte 


^ + K 


- 1 ^ ^ 1 




die Pa an t fl 9. w e m I e e cJ n Art. 237. einfiihren, 


so Kon e Coord 


a e e e P 1 dem einen mid an- 


dem Ke el cl du 




osS b 


9 <py — b ), 0, b iait ip 


ausg 1 ck 1 


u d Enlfernnng zivisclien 


dense ben s 




a^cos 9 9 e g>j 


6 +( —b) y-f fc^sin^fl-f fcHanV- 


Oder 




rt^see^?)— 2<ii;osfl sec 


9r(«^-^') + ("'-6')cos2fi, 



Dalior ist die Snmme odor Differenz der belden Entl'ernungen 
4:{«sec9' — COsflK(«* — 6^)}> + {asecg. — cosS'K(a'— 6^)} 
voii ip imabhangig; mid die der bciden andern 
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+ {asecrp-~cos9y{a'^ — b'')j, + f^a&ec^' ~ cos 6]/ {a"^ — !>'')} 
ebenso unabliangig von fl. 

Mit Beriicksichtigung: der Zeichen lautet der Satz daliin, 
(lass fur zwei feslu Punkli; F, G der Ellipse die Different FP—GP 
constanl und wenu = -[- a fiir P ais einen Puiikt im eiufiii Ast 
der Hyperbel, so gleich — « ist fijr P als einen Puokt im aii- 
dern Ast dersclben. Pur F und G als Scheitei der Ellipse er- 
lialtcn H'ir die bekannte Bretinpunkls-Eigenscbart der Hyperbcl. 

Sind sodann F, G zwei Punkte in verscliiedenen Aestcn der 
Hy])erbel, so ist die Sumnie FP -\- GP conslant und wenii si« 
die Scheitei der Hyperbel sind, so eiilstelil die elcmejUaro 
Breiinpunkls-Eigenscbaft der Ellipse. Liegen aber F, G enil- 
lich in demselben Hyperbelast , so iat die Differenz zwischen FP 
und GP coustanl und fur das Zusammenfallen im belreffendeii 
Scheitei entsprlngt einfach die Idenlitat jPP — J'P = Ound nicbL 
eine neue planimetrische Eigenschaft der Ellipse. 

186. Die folgenden Beispiele niogen zur ferneren Erlaiiter- 
utig der eiiLwickelten Principien dienen, 

Beispiel 1. Welches ist der On des Durchschnittspunk- 
tes derjenjgen Erzeugenden einps Hyperljoloids welclie sich 
rechtwmklig durchschneiden' 

Di der DurchsthmU ciner mtt dei Ebpue soIlIipi EueQ^cndcii — 
ciner raugeiilenebene — pardlleleu Ebeiie mit dei FIIJ u eiue plucb ti 
lige Hvpeibel isl, su gilt nach Alt lb4 die Reldliun 

(•'-«') + («'-<■ )-" 

und da n^ch Alt Ibl ilas (luidiit. les liadnis vccloi fur den bili iLlitelcn 
Puokt dutch 

ausgedrQckt tst, so eikennen wu als den Irdghchi'ii Oit den DulUisUiuiII 
des Hypprboloids mil einer Kugel, fur welche das Quadiat des Hull) 
me«sera gleidi a " + 6 * + c lU 

Man sieht, dte Itage kann allgemeiner aufgefasst wetden -ils ih 
Fiage nach deu rangenleiiebeiieu deien parrillele Genlralscbnillc eineiii 
gegebeoen Kegelschnilt 3hnlich sind, sie ubertragt sich damil auf ille 
IlSchcD ziveiten Grades, ttShrend sie zunilchsl nut auf die geradhm^in 
sirh in beziehen stheint 

Dasselbe Result 1 1 erhSIt mau dutch folgende Sthlflsse Weim zhci 
Erzeugenle leelilwinkhg ku einindei smd so bildct ihre Cbene nut den 
heiden duich je eine ton ihnen inil dei duem Durchschnitlspunkt ent 
spiechenden ?{ormdle hestimmien Cbencn em System ion drei zu cinaudti 
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normalen Tangenlenehenen der Ftaciie, iind iler Durclisclinillspuiiltl dpr- 
sclben liegt daiier iiach An. 93. auf dei- Kugel r' = a"^ -(- 6"^ + c'"'. 

Beispiel 2. Man sull deu Ort dcs Duiclisclinilts von diei 
Taiigenleii einci- F15che zweileii Grades besliminoii, welclio 
reclitwiiiklig zii einandcr siiid. (Art. 121. 8.) 

Wenii wir durch a. |3, y die von ciiier dieser Taugeiileii mil den 
Normalen dcs fraglichen Piinkles gcbildeleri Winliel bezeiclinen, so gellen, 
iveil jedc diesei' Tangenlen dem durch den Punkt gehenden Tangenten- 
kege! iingehort, die drei Gleicliuiigen 



und wir findcn durch Addition derselbcn 

NuD siiid die Grossen «'^ ^- a'', a'"' — rt^, u'"'^ — '.>} die di-ei 
Wurzeln der culjischen Gieiclmng des Arl. 158., ivelclie nacli I'otcn^cii 
von }? geoi'dnet die Form 

16 + A4 (^2 + j^3 _|_ ,2 „ «2 _ 62 „ ^5j 

+ 6 + ^ -\-ab ^ b =0 

hall D B 1 Dg ng r d V 1 nd n 1 S n der reciprokea 
W tl d W In d 01 I ung d V rs I w nd n des Coeffi- 

nt aX n I 1 h Ind Gl hung 1 f glichen Ortcs 

gegeben. 

Beispiel 3. Der Schnitt eines Ellipsoids durch die Tan- 
genlenebene des Asyuiptotenkegels eines confocaleo Hyper- 
boloids ist von coustanter FJScbe 

Mach Alt 96 is.t der Inhalt des Queischn Us unigekehrt propor- 
tiona) zu del aiif die Tangpntenel ene geRilllenNoiuialen^ und wir halien 
p" = a" cos" a -)- 6^ cos (3 -f- c'' cos^ j 
Da ahei dieSoimale eine Seite des dem AsyinptotoDltegd des Hy- 
peiboloids reciprolten Rpgels ist so gdl auih die Relation 
U = a " cos* « + 6 ' cos" |3 4- c = cos ; 
und es ergiebt sich also />* :^ «" ■ — ■ « " 

Betspiel 5. Man soil die lange der lom Centrum auf die 
Polarehene dcs ruiiklos {x, y, z) gofSllten Normalen in 
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FuiictionderAxenderconfocalcnFiaclienausdrflcIten, welche 
(lurch Jieseii Punkt gohen, 

Man finiiet ffir n'* — n^ = h\ a"^ — a^ = k\ «'"= — a^ = i' 



187. Zwei Piiiikte, von denen je einer einem 
zwei coiifocalen EUipsoiden angehort, werden ais 
resfiondierende bezeichiibt. wenii die Relatioricii 



durch ihre Cuorilinaten erfullt siiid. 

Dh tiacih dem im Art. 160. gefandenen Wortho 

■"' - i^'^i,') (.•-»'! 

die Grftsse x'^ : a* constant bleibt, so lange a'^, a'"^ unverandert 
sind, d. h. so lange der Punkt der Durehschnitlslinie von zwei 
confocalen Hyperboloiden angeh5rt, so erkennen w\r, dass die 
DurchschniltsciirvevoiizwciconfocalenHyperboloidenein 
System von confocalen Ellipaoiden in correspondieren- 
den Punkten schneidet, 

Und da die Hauptelienen als Grenzen dem System der confo- 
calen Flachen angehoren, so entsprecliea Punkte der Hanpt- 
ebenen, welclie durch Gleicliungen von der Form 
^ __ X' l^^ _^ 

bestimmt sind, einem Punkte {x', y , z') der Flache, nnd wenn 
speciell dieser Punkt selbst einer Hauptcbenc atigehfirt, ist der 
entsprechende Punkt ein Punkt des in ihr gelegeneo Focalkegel- 
schnitts. 

188. nie Punkte der Ebene xy, welche den Durch- 
schnitten eines Ellipsoids mit einer Reilie von confoca- 
len Flacben enlspreclien. bilden eine Reibe von con- 
focalen Kegelschnitten, fiir welche die den Kreispnnk- 
len enlsprechenden Punkte die gemeiaschaftlichen 
Brentipunkte sind. 

Wenn wir zwischen den Glelchungen 



z = o 



&2 



■1. ^^+h+^.-^ 
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(lie Grossc s' eliminieren, so erhalten wir 

W'-c^<^^. (b^ - c^) y^ _, 

so (lass Jie correspoiidicrcinleit Puiiktc ilui'ch die Helatioii 

a'2 ^ 6^ 
VeihuinJen siiul. Sie reprasentiert eiiio Elli[JSB fiii' die Durcli- 
schiiiLle mil HjperboloideD mit einer Maiitelflache und eine Hy- 
perbel fiir die Durcliscliiiilte mil Ily[tcvi)oloiden mit zw:ci Mantel- 
flachen. 

Die Cooi'dinaLuii der KreispunlUe sind 

Hid lie del liiritii enlsprei lien den Puoltte diliti 

r = «— b I2 = 
M« siiid ^Iso die Brennpunkte des bystems confocalei ke^elachnitle 

Man leprasentiut ziiweilen Cursen nelclie auf emeni Ellip 
Bold \eizeichnet siiid durch sogeiianiUti elliitlische Cooidt 
iiaten d b durch Gleichnii«eii \oii dtr rmm [t a ) = (1 
welche eine Relation zHisclien den Aieo dei confocalei Hyjei 
boloide auiidiiicken nelche duiih iigend einen Punl t dei Cune 
hindurcligelien 

Da nun <iqi deni ebeii Eiitw ickelten eikannt nird dass a 
die h ibe Siimme und a die balbe DifTeienz der riiUeinungen 
del den Puiikten de'i Oites corre«pondiei enden Putikte *on den 
jemgen Punkten daistelJen welche den Kreisponkten toirespon 
dieren so kCnnen nii aua dei Gleiihung [a a ) = eine 
Gleuhuiig »on der toim d>(p + o i) — o)=^i) bilden und 
von ihi dann zu du Gleubung da Cune ubeigehen welche ni 
der HauptKbcne dem sregcbenLii Oitc auf du Fladie silbht enf 
ipi icht 

189 \\ enn del Dui clibihjiitt einLi kugel nnd eines 
Ellipsoids durch projiciereiide Gerade, welche der 
kleinstcn oder grCsslen Axe parallel sind, aul' eine 
Ebene der Rreisschnitte projiciert wird, so ist die 
Projection ein Rreis. 

Man evkennt diesen Salz Jcichl als cine Folge des allgemei- 
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nen Satzes: Wenn zwei FlSchen zweiten Grades gemein- 
schaflliche Kreisschnitte haben, so hat jede durch 
ill re Schiiitt curve geliende Flaclie zweiten Grades die- 
selben Kreissthnitte. Und dieser SaU gelit aiis der einfacheti 
Bemerkung hervor, dass das ResuUat der Substilution z = 
in die Gleicbung U -\- fcV = eineii Kreis reprasenticreii muss, 
sobald dieselbe Substitution die beideii Gleichungeu ?7=0, r=0 
a«r Kreisgleicliungen reduciert. 

Wir haken es aber fur outzlich, den bier ausgesprocheneii 
specielleii. Satz direct zu bewuisen. Wir waliten als Axen die 
Axe der y. welche eine Gerade in der Ebeiic des Kreisscliniltes 
ist, mid eine Normale zu ibr in dieser Ebene und behallen da- 
bcr die y uiiverandert, wahrend das neue a;' gleicb dem alten 
x^ -\- z'^ wird. Aus der Gleicbung der Ebene |des Kreisschnlttes 



folgl das neue x^ gleicb -^ . -j— ^ r^ x^. 

Da mm fiir die Durcbschnillspuukte der Flachen 

ft2" + 6^" + c"5 = ' ' ■''' + ■'' + -' ^ ""l 
die Gleicbung 

a^ c"^ 6^ — fi* 

^.-2— ■-«' H ir- 'r = '■'' - ^' 

gtlt, so folgt durch Substitution dcs Werthes von x'^ 
— ^2 — i^ + !n = r^-~ c\ 

was den Salz bcweisl. 

Man wird bemerlten, dass wir, um die Projection auf die 
Ebenen der Krei^chnitte zu erhalten, y uiiverandert gelasscn und 

far x^ den Wertb ■■ „ ■■■-■ -, . -= . a.^ substituierl haben. 
a'— c' h'- 

Um aber wie im letzten Art. den ir^end cineni Punkte der 

Fiacbe enlsprecbeiiden Punkt zu finden, war die Substitution 

~i ) ^^ la — — ? 'J^ res])pctive fur x^ und y^ zu vollzieben. 

Man sieht aber, dass die Quadrate der ersteren Coordinaten zu 
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denen dcr lelztereii tlas constante Verlialtniss 

besilzen. Daher koiiiien wir aus den ErgeJiiiissoii des lelzten Ar- 
likels unmittelbsr schliessen, dass die ProjecUoii des Diircli- 
scbnitts von zwei coiirocalen Flacheii zwcituii Grades 
auf eine KreisscliDitlchene der eiiien von ilmcii ciii 
Kegelschiiitl ist, dor die eiitspreelieiideii Projoctioiien 
der Kreispunkte zii Breiinpunliten lial; und ferner, dass 
fur jede durch ilire Gleicliung (& [a, a") = gegebeoe Curve 
auf dem Ellipsoid die algebraisclie Gieichung ihrer Projection 
auf die Eboue der KreieschniUe abgeleitet werden kanii. 

190. Die Enlfernung zweier Punkte, von deueiije 
einer auf einem von zwci confocaieii Ellipsoideii liegt, 
ist der EuLforiuirig dor ibnen eulsprecheiideii Punkte 
gleich. 

Wir liaben 

(I „ xf + (s - r') + (J - z)-' 

-a;' + j' + »' + Jr»+r! + Z'~2(.i-ir + »F+2Z), 
inid da nadi Arl. 161. 

»'+»'+»'-«'+'■' + ="'. -5;'+ i-' + z'—i'+j'+c"' 

und fiir die eiilsprechenden Punkte 

r' + T' + z'- A' +f'+c'\x"' +,p +£■'-.■>+ If ^c-' 

ist, so ist die Summe der Quadrate der Centi'alstralilen uacli bei- 
den Punkten fur die zwei entspreclienden Punkte dieselbe Grosse; 
und das Theorem ist bewiesen durch die weitere Benierkung, dass 
die GrCsscn xX, yY, zZ respective gleich sind den anderu 

x'X', y'Y', t'Z!, weil man hat A'' = — , a:' ^ -— -, cto. Diess 

von J. Jvory herruhrende Theorem ist von Wichligiieit in der 
Tlieorie der Attraclionen. 

191. Um eiue Eigenschaft derplachen zwelten Gra- 
des zu erhalten, welche der Eigenschaft der Kegelschnitle 
analog wiire, nach der die Summe der Focaldistanzeu 
constant ist, gab Jacobi^^) dieser letzteren Eigenschaft 
den folgeudeii Ausdruck: Wenn man die beiden Endpunkte 
C, (f der grossefl Axe d«r ElUpse betrachtel, so vereinigt dieselbe 
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Belatioi) 5 -|- p' = 2a, welclie die Eiitfernungeii von C iinti C 
von irgeiid emem Punkte ihrer Verhlndungslinie verkiiiipft, auch 
die EDlfernungen der Brennpunkte von irgend einem Piinkle der 
Ellipse 

Wenii wir nun in analoger Weise im HauplschnUt 
des Ellipsoids die drei Punkte neiimen, welcheindem 
vorlier (Art. 187.) auseinander gesetzten Sinne dreien 
Pnnkten derFocalellipse entsprechen, so vereinigt die- 
selbe Relation, welche zwiaclien den Entfernungcn 
jener Punkte von einem beliebigen Punkte ihrer Ebene 
statlfindct, aucli die Entferuungen der letz tern Puukte 
von irgend eiiiem Punkle der Flaclic. In der That sind 
nach Art. 190. die Entfernungen der Punkte eines confocalen 
Kegelschnilts von eiuem Punkte der Flacbe glelch den Entfer- 
nungen des diesem Letzteren entsprecliendeu Punktes der Haupt- 
ebene von den drei Punklen des Hauptsehnilles*), 

192. Wenn uragekehrt der Ort eines Punktes P zu be- 
stimnien wSre, dessen Entfernungen von drei I'esten 
Punkten A', S, C' nur durcli dieselbe Relation ver- 
einigt sind, welche die Entfernungen der Eckpunkte 
A, B, C einesDreiecks mitdenSeilen a, 6, cvonirgend 
einem Punkte D seiner Ebene verbindet, so erbalt man, 
wenn $. p'. f " j^nc drei Enirernungen bezeidinen, nadi Art. 54. 



*) Durch ge 01110 ti'ia (ill Betraclitungen hat Townseii'l geaeigt"') 
dass diese Eigeusuhaft mir den Punkten der modularen Focaikegal- 
sehnitte angehort. In dev That sind, wie aus der Formel des Artikel 189. 
erhellt, die Punkte der Ebene y, welche irgend einem Ponkte [x, y, z) 
jes EiltpsoiiJs entsprechen, iinaginar. 

Townsenil leitet Jaeobi's Methode 3er Generation aus Mac- 
Cullagh'sModnlar-Jilig'ensehaft ab. JJenn wenn man durch irg'and einen 
Punkt der Flacie eine zu einem Kreissohnitt paralleJa Ebene iegt, so 
sohneidet dieselbe die den drei festeii Focali unkten entsprechen den 
Directrn-en in emem Dreiedt von unverandeilicher Giosse and Gestalt, 
nnd die Entfernungen des Punktei dei FI\ehp Ton den Erennpunkten 
sind ID einem constanten Veihaltniss vu semen Enttemnngen von den 
Ecken dieseb DrfieL.lts Und man kann ein dbnlicl es Dreieck bilden, 
dessen '-eiten in beBtiniintein VerMltniss verldeineit oder vergrossert 
sind fur welches die Entfernungen dei Ecfctn vom Punkt {x, y, %') 
ihren Entfeiniigen von den Biennpnnkten gleich sind 
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= 0; 
und da (p^ — p'^), etc. ois Functionen der Coordinaten nur voin 
erslen Grade siiid, so ist der gesuchte Ort vom zweiteii Grade. 

Bildet man also eiiie Pyramide P A B' C so, Aa%%P^=DA, 
PB' = DB, PC'=I)C ist, so beschreibt P eine Flache zweiter 
OrdDung, 

Indem man zeigl, dassdieseGIeichung von der Form i;+iiH^=0 
ist, wo 11=0 eine nnendiich Ideine Kugel bezeiclinel, welche 
einen solclieti Puiikl ziim Centrum bal, weist man nacli, dass 
jene drei Punkte, von denen die Entfernungen gemessen werden, 
Focalpunkte der Flftche zweilen Grades sind. Jener Nachweis 
ist gefulirt, nemi das Besuitat der Substitution p' = in die 
vorige Gleichung als in lineare Factoren zerfallend criiannt ist. 
Dasselbe ist 

•' (s'-o') (?"'--»') + (sY'-='fT (?■'"-?"' + ''"-«') - 0. 

und wenn nir p'- — f.^— s'-' = z, ff^ — p'^ — i'^ = M setzen, so 
gelit es ill die Geslalt 

Oder 

h'^L''~2bcLM cos A ^- c^M'^ = 

iiher, wo A den Winkel des aus «, b, c gebildeten Dreiedts lie- 
zeiclmet, welclier a gegenuberliegt. Diose Gleichung zerfallt in 
znei imaginfire Facloren und beweisl somit, dass der betracliLeLc 
Pinikt zu den Focalpuiiklen der modularen Gattung geliflrt. 

Su wie die Normale des Kegelsclinitls den Winkel der 
Itadien vectoren halbiert, so bestimmt sicb die Nonnale ini 
Putikte P der Flathe im Anschluss an die vorige Erzengiing wie 
folgl: Wenn DA*, BB*, BC* die Ueprasentanlen dreier Gleicli- 
gewicht haltender Kr&fle in der Ebene sind und in PA', PB', PC' 
die respectiven gleiciien Krafte wirken, so faMl die Nonnale in 
die Resultaiite derselben.^') 

193. Der Ort der BerHlirungspunkte paralleier 
Taiigentenebenen einerBeibe von conFocalen Flachen 
zweiteu Grades ist eine Hyperbol. 

Wir nehmen an, dass a, (3, y die Richtnngswinkei der ge- 
meinschafllicheu Normalen dieserTangenlenehencn bezeicbnen itnd 
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cos « = -^4 ('^'■'- S9.) 

durcli SubsLitulion von r cos a fiir *■'. etc. und Aiiflasung fftr 
cos iv', (lass (lie Richlungscosiiiiis des Radius vector irgerid einea 
Beriilirungspunktes (lurch 

f(- cos tt i' cos ^ c- cos y 
;-^ ' rp ' rp 
dargesteilt sind. VVenn win dann nacli Art. 15. die Richtungs- 
cosinus der Normals der Ebene des Radius vector und der Nor- 
male der Tangen ten ebene hiiden, so erhalten wir fur (p als den 
votn Radius vector mil dieser IVormale gebildeteri Winkel diesel- 
ben 111 der Form 

(6^ — c'^j cos j3 cos y (c^ — a") cos y cos a (a' — 6^) co s ct cos )3 
rp sill (p ' rp sin (p ' rp sin ip 

Der gemeinschaftliche Neiiner dieser Ausclriicke reprasentiert 
aber das Doppelte des Inhalts des Dreiccks, welches voin Radius 
vector uiid jener Normaie besttmmt wird; die doppelten Inbalt*! 
der Projeclioiien dieses Dreiecks auf die Coordinatenebenen sind 
daher durch 

(6* — c*} cos (S cos y , (c' — «-) cos y cos a, (a' — 6^) cos a cos § 
aiisgedrijckt, und da diese Projeclionen fiir ein System von con- 
focalen Flachen constant sind, so ist fiir ein solches System so- 
Vioiil die Ebene dieses Dreiecks, als auch seine Grosse constant. 
Wenn also CM die Normaie der belraehteten Reilie von Tangen- 
tenebenen iind PM das auf diese Linie von einem Berubrungs- 
punktc P gefallte Perpendikel bezeichnen, so ist die Ebene und 
die Grosse des Dreiecks CMP unveranderlich und der On von P 
daher eine gleicbseitige Ilyperbel, fur welche CM eine Asymp- 
tote ist, 

194. Wir schliessen endiicb diesen Theorien die auf die Lebre 
von der Krummung der Flachen zweiten Grades hezug- 
lichen IlaTiplsalze an, als wclche mit dem Gegensland dieses Ka- 
pilels in vielseitigem Zusammenbaug steben. Die weilere Unter- 
suchung der RrQmmung der Flachen beballen wir der allgemeinen 
Theoric der Flachen vor, 

Der Krummungsradius eines NormalschnitteB in 
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uiiiem Puiikle uiner Fliiclie ziveilun Grades istdurcli 

"- ausgedriickt, wenn S den der Spur des Schiiittes in 

P 

der Tangentenebene pa r allele iiHalbdu re limesser und 

p die Normale vom Cenlriim auf die Tangentenebene 

bezeichnet. 

Der fieweis des Salzes lasst sich durch die Jtletliode dcs un- 
endlich Eleinen analog dein von dem entsprechenden Salze in der 
Theorie der KegelschniUe fOliren. (Verg!. „Kegelschn," Art. 265.) 

Seien P und Q zwei Punltle einer Fiache zweiten Grades 
und schneide eine durch Q gehende utiil der Tangentenebene in 
P paraliele Ebene den Centralradius CP in It und die Normale 
in P in S, so isl der Radius eiues durch P und Q gelienden 

iireises, der seiu Centrum in PS bat, gleich ^^. 

Wenn nun der Punkt sich dem Punkte P unbegrenzt nalierl, 
so nahert sich QP der Crenze QR, und wenn wir CP und den zu 
QR parallelen Centralradius durch a und § bezeichneu uud P' der 
andere Endpunkt des Durcbmessers CP ist, so wird nach Ait, 74. 

§^ : a"^ = QJi': PR . RP' (= 2a' . PR), 
also 

QR' = — — — — . und der Krumniungsradiiis =-- . -^. 

Wenn aber vom Centrum die Normale CM auf die Tangen- 
tenebene gefallt ist, so ist das rechtwinklige Dreieck CMP dem 
Dreieck PRS Shnlich und man bat PJi : PS = a : p; der Kruni- 

mungsradius ist also = - . — = — , wie zu beweisen war. 
a p p 

Wenn der durch P und Q gehende Krels sein Centrum nicht 

in PS, sondern in einer andern Linie PS' hat, welche mlt PS 
eincn Winkel bildet, so iindet die einzige Verandernng slatt, 

dass der Radius des Krcises gleich f , — ^ ist, wo S noch der durch 

Q gebenden zur Tangentenebene iu P parallelen Ehene angehort. 
Da nun PS = PS', cos S ist, so ist der Radius der Kriimmung 

°^9~p^ cos e, Oder der We rib fi'ir den Kriimmuugsradius 

eiiies scbicfen Scbniltes ist das Product aus dem Kriim- 
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mungsgraditis des (lurch PQ gehciideii NorinalschiuUes 
ill deti cosiDUS voq $. 

195. Man kann diese Satze aiich aiialytiseli leiclit beweisen. 
Man weiss aus deiTheorie der KegelschniUe (Art. 249,), dass fur den 
Kegelsclinill a^^x'' -}- 2a,2ary -f- a^^y^ + ^a^^x = der Krum- 
nmngsrailiiis im Anfangspunkt der Coorctmateii = — ist. Wenn 

daher fiir die Ebene xy als Tangentenebene die Gleichung einer 
Flache zweileii Grades durch 

«,ia:'+2aija:y+«,j;/- + ^a^^xz + 2a^^yz + a^^t'i + 2a^^z = 
gegebenisl, sosinddie KrummungsradiendcrdenEbeneni/=0,ic=0 
tntspreclienden Sdinilte respective = -^ iind = -^. Und wenn 

die Gleicbung zu parallelen Axen durcii das CeoLruni transform iert 
wird, noliei die Glieder vom bdchsten Grade uuverandert bleiben, 
so wird sie 

«,,a;* + 2fl,ja:j/ + «a,i/= + 2aj.^xz + 233^2 + a^^z^ = A^^ 
und die Quadrate der in den Axeii der x und y gebildcten Ab- 

sclinilte sind — i^, -i*; die Kriimmungsradien sind somit 

"11 "22 
den Quadraten der paraKelen Halbdurchmesser cines 
Ceiilralschnittes proportional. Und da nach der Tlieorie 

der Kegelsclinitte der Krummungsradiiis dieses Schniltes, welcher 

die Normale der Tangentenebene enthail = — ist, so ist diess 

Tucli dieForm des Ausdrucks fiir den Kriimniungsradius jedes andern 
Schnittes 

Man kann das nSinliche Ergebnit>'; au<i dei im Ail 174. ge- 
gebentn Gleichung dei Flacbe zweiten Giades ableilen weiche 
auf die ^o^male dei 1 Itche und die Noinidkn dei beiden durcb 
din betiachtelen Punkt geheiiden confocalen I lachcn btzogen ist, 
namlich 

?i+ » + ^' ^l" +?i_0 

,' + .-.'+.-„ p(„'-a', ,,{,-a)^,, 

Die liriimmungsradien der den Ebenen ^=0, y=0 respective 
entsprecheiiden Schnille sind durch die Ausdrucke 
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gegebcn; ibre Zalilur sind die Quadrate der Halbaxen des Scliiiit- 
les, den eine derTangentenebene paralleleEbene beslimtnt(Ai't. 164.). 
Die Gleichung des Schniltes, wetcber eiiier unter dem Winkei 
9 gtgeii die Eben(! dur y geneiglen Ebene eiilspriclit, wird ge- 
bildet, indein man der Drebiing der Coordinalenaxen urn den 
Winliel 9 eDtspi'ccbend fiir y iind 2 respective y cos 9 — z sin 9, 
y s\n $ -{- z cos 6 substituierl, iind dann ; = set^t. Man liiidiit 

den Coei^cienten ^ von y^ in der Form 



ind den Kriimmungsradius also — in der folgenden 



_ 1 / r,os^ S si n^ \ 



und konimt aiifdas vorige Ergebniss ziirucli durcb die Bemerliung, 
dass jener Coefficient von 2/' <las Quadrat des unter dem Winkei 
gegen die Axe dei- y geneigten Diirelimessers des Cenlralscbnil- 
tes is I. 

196. Aus dem im Art. 194. ausgesproclienen Oesetze er- 
giebt sicb, dass fQr jeden PunliL einer centralen I'l^che 
zweiten Grades der Krummungsradtus eines Normal- 
schnitles ein Maximum und ein Minimum seines Wer- 
tlies fiir Ricbtungen des Schniltes erhglt, welcbe der 
grossen und Itteinen Axe des Centralscbniltes parallel 
sind, den eine der Tangentenebene parallele libene be- 
stimint. 

Man nennt diesen Maximal- und Minimalwirlb die ilaupt- 
krumnuingsradien fiir diesen Punkt und die Schnitle, zn ivel- 
<;hen sie gebdren, die Hauptschnilte dor Flacbe in dieseui 
Punkte. 

Gs ergiebt sicb aus Art. 163., dass jcdcr der llaiipt- 
schnitte die Normale einer der Leiden durcb den Punkt 
gehenden confocalen Placben entball. 

In Folge dessen ist der Durcbsclinilt einer Placbe 
zweiten Grades mit einer ibr confocalen Flacbe eine 
Curve, fflr welcfie die Taugente inimer eine der Haupl- 
kriimnuingsricbtungen der Flacbe fiir den lieriilirungs- 
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punkt is(. Eiiie solche Ciiri'C neniil man cine Kriim- 
iiiiin'gsliiue der Flaclie. 

In dem Falle dcs Hyperboloids mit einec Mantelflaclie ist der 
CciitralschniU eine Hyperbel iind die SchuitLe, deren Spuren in 
der Tangentenebene den Asymptoleii dieser Hyperbel parallel sind, 
haben iinendlicli grosse KriiinDiungsradien, d. h. sie sind, wie nir 
scboii wissen, gerade Linieti. Beim Hindurchgebeu diirch einen 
diesur Scbnilte wechselt der Krummungsradius das Zeichen, d. Ii. 
die Richlung der Convexitat von Scbnitlen auf der einen Seite 
von einer dieser Linien ist derjenigen der Scbnille auf der andern 
Seite entgegengeselzt. 

197. Die zwei Hauptkrtimmiingsceiitra sind die Pole 
der Tangentenebene in Bezug auf die beiden durch 
den Bertlhrungspnnlit gehenden confocalen Fliichen. 
(Vergl. „Kegelsclin." Art. 265.) 

Denn diese Pole liegen nach Art. 167. in der Normale der 
Ebcne und ilire Entfernungen von derselben 

"'~ " und ° "" (Art. 168.) 
P P 

sind die Langen der Hauptkrummungsradien. 

Nach Art. 168. ergeben sicb daher audi die Coordinalen 
der Centra der beiden Hauptkriimnitingskreise, niinilicii 



198. Wenn man fiir jeden Punkt einer Flaclie znoi- 
ten Grades die beiden Hauplkriimmungscentra be- 
stimml, so ist der Ort allor dieser Centra eineFliicbe 
niit zwei MSnleln, weiclie wir als die Flacbe der Cen- 
tra bezeichnen wollen. Ibre Cleicliiing entmckein ^ir ini 
niichsten Kapitel. 

Die Natur ihrer Diirciischnitte mit den Flauptebe- 
nen ist a priori leicht zu erkennen. Denn der eine der Hanpt- 
kriimmungsradien in einem Punkte des Hauptscbnitls einer Flache 
zweiten Grades ist der Krummungsradius des Scbnittes selbst 
und der Ort der enlsprechenden Centra ist olTenbar die Evolute 
diesKs Scbniltes. 
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Der aiiderc Krummungsradius, welcher sinem Pimltle des 
Hauplscbnittes der xy eiitspriclit, ist, wie sich aus der Formel des 

Art, 194. ergiebl, = — , well c in jedem durch die Axe i!er c 

gelienden Schnitle eine Axe ist. Dann sind nadi den Forinein 
des Art. 197. die Coordinaten des eiilsprechenden Centrums 

d. 1). sie sind die Pole der Tangente des Ilauplsclmittes im Punkle 
x, y in Bezug auf den entspreclienden Focalliegelsdinilt der 
Flache. Der Ort der entspreclienden Centra ist somit die Reci- 
prolce des Hauptschnittes in Bezug auf den Focalkegelschnilt, d. i. 



Und der Schnitt der Flache durcli eine Hauptebene. 
welcher notliwendig von der zwolften Or dnung isl, lie- 
stelit daher aiis der Evolute eines Kegelschnilts, welche 
vom sechslen Grade ist, und eineui, wie wir flnden werden, 
dreifacli /u z5lilenden Kegelsclinitt, welcher eine Cus- 
pidallinie der Flache ist. Der Schnilt, welcher der unend- 
lich enLfernlen Ebene enlspriciiL, ist von derselben Natiir wie die 
Schnitle in den Hauptebenen. 

Es mag hinxngefugt werden, dass der Kegelschnilt die Evo- 
liite in vier Punkten berflhrt und sie iihcrdiess in vier Punkten 
schneidet; sowie dass jene ersteren reell sind in der Ebene der 
grossten und kleinslen Axe oder der Hauptebene der Kreis- 
punlUe. 

199, Die Reciproke der Flache der Centra isL eine 
Flache vierter Ordnung. 

Die allgemeine Tiieorie der Krummung der Flacheii ielirl, 
dass die Tangen ten ebene zu jeder der durch (ar', y , z) gelienden 
confocalen Fla^hen uuch eine Tangentenebene der Flache der 
Centra ist. Die reciproken Werlhe der von der Tangentenel>cne 
in den Axen bestimmten Abschnitte sind 

i-i' "-h- 1=^^ 

die Relation 
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Die Flaehe der Haiiptlctiiminuiigacentra. Art. 200. 
begriiiidet dann zwisclicii |, tj, f die Relation 

it' + n' + m - («■' ~ «■') (5 + ii + 1) 



und 


die Relation 
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die 

ir + V + o^ = (S + t + 5) ^"'^ + "'"' + '^ ^■' ~ ^) 

Wflclie die Befiauptung bestatigt indem man bemeikl dass | ij ^ 
al& Cooidmateii der Reciprokalllache zii betiacliteii hind, denn 
Henn ^ ?/ £■ di (.ooidinattn de* in Rezug uif die kiigel 

^' + y + ==1 
genomnieiitn Pols der TangenUnebene bezeicimeii so ist 

C& + y>i -h ? = 1 

ideritisch niit der Gleichung dei Tangciilenebeiie und | t; f wnd 
die lecipioken Weitbe dti \lu dei langLnkneheni. in den Axen 
^ebildeUn AbscUnitle 

20() lin Anschluss an die UUiaditung Ipi kruinnmngslinien 
lasst sich aus der Tbeorie der confocalen Flaclien eine Griippe 
von Satzen ableilen, welche in andercr Weisu als Jaco- 
bi's von uns schoii angefuhrLcr Satz die Geselze von der 
Summe und Differenz der Radien vectoren und ver- 
wandte aas der Theorie der Kegelscliiiilte aiif die Flit- 
chen zweiten Grades iibertragen'"). 

Die Beweise dieser Satze bilden leichle Anwendungen zu den 
voi-igeii Enlwickelungen; sie werden ohne solche liier geordnet 
angefuhrt. 

Die beiden ilauptnormalebeneu in eineni beliebigen 
l*tinkte einer Flacho zweilen Grades bestimmen in den 
Axen der flaehe Punktepaare einer Involution, deren 
Doppelpunkte gleicbwcit voin Centrum und fiir alle La- 
gen jenes Punktes constant sind, und die Normalen der 
Flacbe in iliren Kreisputikten gehen durcli diese Lelz- 
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leren. Sie werden Focalccnlra der Fliiche genaiiiU unil siiid 
in der niiUlereii Axe imaginar, in der grosseii und kicinen reell. 
Man sieht, dass je zwei in einer Axe gelegene unter 
ilinen mit der Norniale eiiies Punkles dfr Flaclic zwei 
Ebeuen hestimmen, welcUe mit den Hauptnormalebenen 
dieses Piinktes ein barinonisches Biischel bildcn. Bei 
den niclit centrisclien Fliiclien gelit die Ebene des zweiten Foca!- 
tenlrums der Axe der Flache paraliel. 

Da die Hauptnormalebenen eines Punkles aiif ein- 
ander senUrecht sind, so halbieren sie die von den bei- 
den andern Ebenen des Buschels d. h. die von derNor- 
maleraitdenFocalcentren bestimmten gebildeteaWittkel. 
Fur alle Pnnhte einer Krummungslinie ist das Product aus 
den Abslanden einer Hauplnornialebene von zwei zusammengehori- 
gen Focalcentren conslant. 

201. Die aus den Focalcentren beschriebenen Kugeln, welcbe 
durch die entspreclienden Kreispunkte der Flache gehen und die- 
selbe in dieseii beruhren, werden als ibre FocalUiigeln nnd 
speciell ais conjugiert bezeichnet, wenn ibre Centra deraelben 
Axe angelioren. Sie sind ffir das Ellipsoid und fiir das zweifacbe 
Hyperboloid reell. Die Langen der Tangenten, die von einem 
beliebigen Punkte der FlSche an eine solche Kugel gezogen wer- 
den, bat man als die Focalstrahlen des beziiglichen Pnnk- 
tes benannt. 

Jeder Focalslrabl eines Punktes einer Flacbe zwei- 
ten Grades ist gleich der Summe oder Differenz der zii- 
geliorigen Halbaxen der Flacben, nelchc mit ilir con- 
focal sind und jenen Punkt entbalten. Und welter: Fiir 
aile Punkte einer Kriimmiingslinie einer centrisclien 
Flache zweiten Grades ist die Summe oder die Differenz 
der von ibnen an zwei conjugierte Focalkugein der 
Flache gehendcn FocaJstrablen constant und der durch 
die Focalcentra geheudenAxe der Fliiche gleicb, welcbe 
die Ri'&nimungsllnie bestimmt, je nachdem sie dem 
einen oder andern System der Kriimmungslinien ange- 
liort. Und zwar isl speciell fiir die Punkte der von einem 
Ellipsoid mit einem zvveifachenHyperboIoid bestimmten Krijmnjungs- 
linie 
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di(! Differunz tier zu den iniiern Focalkngeln des Ellipsoids 
gehorigen Focalstrahlen der rcelleii Axti des Hyperlioloids, 

die Summe dur zii den ausseni l''ocalkugeln ties Ellipsoids 
gehorigen Focalstralileii der grosseii imaginaren Axe des Hyper- 
boloids gleicli, 

imd es ist die Sumrue dei' zu den innern Focalluigeln des 
Hyperboloids gehorigen Focalstrahlen gleicli der grosseu Axe des 
Ellipsoids. 

iind diu Summe der zu den aussern Focalkugeln des Hyper- 
holoids gehorigen Focalstrahlen gleich der niittlern Axe des Elhp- 
soids. 

Ebenso ist fi'ir die vom einfaclien llyperboloid tiiit dem Ellip- 
soid besliminte Kriimmungslinie die Sniiime der zu den innern 
Focalkugeln des Ellipsoids gehorigen Focalstrahlen gleich der 
grossen rpellen i\e des Hyperboloids ; etc. 

Nennen wn funei die Polarebene eines F'ocalcentrums in 
Bezug anf die confotale Flache, welche eine gegebene lirummungs- 
linie bestimnit die Dii ectorehene der Letzteren, iind den Quo- 
ticnlcn aus dti Lntfeinung der Focalcenira vom Cenlrum diirch 
die entspreclieiide ililbaxe der confocalen Plache Ihre Excentri- 
titat, so gilt der fernere Salz; Die Focalstrahlen der 
Punkic einer Kriimmungslinie stehen zu ihren Ent- 
fernungen vender zugehOrigen Directorebene in einem 
constanten der Excentricitat der Kriimmnngslinie glei- 
chen Verhaltniss. 

Kui'z: Je znei sich schneidende Kriimtnungslinien 
einer Flache zwcitcn Grades verhallen sich in Bezug 
auf drei Paare in den Axen symmetrisch gegen den 
Miltelpunkt gelegene reelle oder imaginare Piinkte 
ganz ahnlich, svie zwei sicli schneidende confocale 
Kegelschnitte in Bezng auf ibre Brennpnnltte. 
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IX. Kapitel. 

Von den invarianten und Covarian1,en der Sj'stetnc 
zweiten Grades. 

202. Nacli Art. 40. wird tier Uebergang von einem geomc- 
trischen System zii einem ilim projectivischen A. h. collineareti 
Oder reciproken System durcii die allgemeine lineare Suitstitulioii 
vollzogen, darum kann die Eiitdeckung projeclivischer Eigen- 
schaflen iler geometrischen Figuren d. li. soldier Eigenschaflen, 
welcbe alien projectivischen ALbildeni eincr gegelienen Figur ge- 
meinscliaftlich sind, auf die Entdecbung solchor Funclioiien der 
CoeHlcienten und Veranderlichen ihrer Gleichungen gegriiiidet 
werden, welche bei einer allgemeinen linearen Substitution uri- 
verandert bleiben oder doch nur durch das Hinzutreten eines con- 
stanten Factors verandert werden, d. b. auf die Tbeorie der In- 
variauten, Covarianlen und Coutravarianten im Siiine der neuern 
Algebra. Denken wir die Subsmulioa als eine sokbe, wulclie 
einer Coordinaten transformation entspricht (Art. 40., Scbiuss), so 
liefern die bezuglichen lavarianten der Gleichung einer geometri- 
schen Figur individuelle Eigenscbafteti derselben. Wird eine 
Flache zweiten Grades als fest oder absolirt angesehen, so liefern 
die invariabelen Beziehungen der Raumrormen zu ihr die Theorie 
der rauiiilichen Maassbeslimmungen. (Vergl, ..Kegelschn." 
Art. 366 f.)3'>} 

Die projectivischen Eigenschaflen der Flachen zweilen Gra- 
des, die Beziehungen der Tangentialebene und Tangente, der liar- 
moniscben Pole, Polarebenen und Polarlinirn (Art. 72— 76.; friihcr 
59., 63.] fanden wir alle in ihrer analytisdien Au dr k lor auf 
eine Function bezogen, die wir Discrimitiante a le 1 die 
gleich Null gesetzt die Eedingung dafur gal i ie Hache 
zweiter Ordnung ein Kegel wird, oder fur die (.lecbung den 
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Variabekn £ ddTur dass die Pbche zneitei hia'!->e in eiiie ebene 
Curve degeneiiert Es ist aus dicser ihiei Bedeutuiig eiideni 
daiis sie eine Invananlp tst man kann abci iu Ait 345 dei 
„KegelschniUe diiect bettitsen linden dass die Disctiminante 
iler tiansfoimierten Gleichung zneiteu Grade's aus dei DibCiimi- 
nanle dei urgprungUchen erliaiten wml iiulem man 'ne mil d em 
Quailtate dei Detfitnmanle dei Subslitntion multiphcutl An die 
namlicbe Bcdin^ung Idssl stcli die EntMickelun^ dei lu>aiianleu 
1111(1 Coiaiiaiiteti dei Systeme von Hachen yneilen &iadei> knupten 
Fur A(7 + V = (i al3 Gleicliimg eines Ituscbels von Flachen 
zweiler Ordnung uud mil 

U = .„«,' + . . . + 2«,rta:, + _ 0, 

ii ^^ Z+ «|[ fljj Ogy r/,j, 

0' s oii'i,' + . . . + 2o|,'»|i, + — 0, 

^'22 •£ + «■,' «,.■'%■««■ 

ist die DiscnminanLe des Biiscbels 
= -i^ + a«n + «„■) (J«r. + «..') {^",3 + «3/) (^"44 + ",{) 

I ^"ll + "Jl'. ^«)2 + "vi- ^«13 + "LV ^"14 + "l-l' I 

1 ^"-11 + "-11' ^".12 + "«'- ^«4a + "43'' ^"41 + "n' I 
mit 0,7 = oji, Oij' = aji'. 

(hr Verschwinden liefert eiuc in I biquadralisthe Gleicbung 
zur Bestiramuiig der vier VVei'Ibi! von i, denen die Kegeiflacheii 
des Biischels entspreciien, eine Gleicliung, welche nir in der 

Foi'lH 

X^J + l^& + i'<P + A0' + ^' = 
scbreiben; durch Zerlegung der obigen DelerminaiKe fiuilel man 
ausser den schon gegebenen Werlhen von -d, -d' 

+ ^+ ''ll'«^^'«33'^44'' 
+ ■^± «1l''a2'"3s'»44 +-^lh''ll''!2'''33''44' + -^i''il«n<''33Vi4'- 

Da. die Werllie von i, welche die Gleicliiing IV -\- f = 
zur Gleicbung einer Kegfilflaehe macbeii, vim dem Coordinalen- 
systcm unabbangig siud, auf welflies V und V' sicb bezieljen und 
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sich audi beim Uebergang zu eineni piojeclivischen System nidil 
andern, so sind diese Coeffitienten der Gleidiuiig in A eheiiso wie 
A, J' Invariaiiteii. Sie sind dio sinuiUaiien hivarianlcii 
ijii Ounl [Toderdielnvaiianten dt Bubchel"* Die 
folgenden Beisijielt ihrei Bei ethiiuiig bchliessen cinige der am 
hauligsleci Torkomiiieiiden Palle eiii 

Betspiell Nacli Ciller Bcmeikung dcs Alt 39 ul ei die Vulegung 
des EiDheilpunkles kuniicn dio aut A\s gemein (.liiniidie Polquadru|)el 
zweier ri cheii iwuten Gnden Lczogenen Ueidiungen les Ait 146. iii 
!ic F 1 11 

f7 _ d, r, + d ,T " + a,3T/ + ^,,x^ = 

t/ _ r,^ + r = + a, + ^,^ = 

gebid(.ht (\erden Man erh-llt hnn lurch lis Verscliwindeii alloi a^ und 

a J fill * era (.hied enes t wxiAj uiid die Glcidlieit der i mit Lms 

-J~a,|djja3ja^^, J=l, 

©■^a,, + a^j + ass + 341. 
<P = aiia^j + a^ja;,^ + aj^a^ + a^a.^a + ana,,, + a.ja,,. 
Beispid 2. Sei wie vorlier Jf ;^ x^ + x^^ -\- x^^ -\- x^, 
V ^ aber die allgemcinc Glcicluing, also 

A' = 1. ^ = ^+«u%I«33'»4i- 

Wenn daiin A^^, J.,.^, ... die den Elemeiiten n,,, a^a- - ■ - 'I'"' "fiter- 
minante A entspredicnden Hinoren (vgl. Art. 67.) orter die Elemcnle 
des adjungierlen Systems sind, so Ji^il man €)■EBA^^-\- A^.,-\- J^^-\- A,^, 
& =; a,i -j" «2a T '■'as ~r "44' 

Im allgemeineik Falle, wenii A^^' , A^^ , . . . ilie liljemcnte des ad- 
jungierlen Systems von ^ sind, iialicn diese luvarianten die Wcrtlie 
= a,; A,, + <^,, + «33'^,3 -)- aU^A,+ '^<U2^,2 + 2«,,,'-*,3 

+ a^i.'^H + 2«,3'^^,3 + 2«,;^, + 2«3;4,. 

^ ^^ «Jl-^,[ + f'jj-^jj + ■ • ■ 

III deui vorerwaiinlen Specialfall reducieien sidi ilicse AusilriidiC 
vvegen der Jtelalionen o^' = 1 , «j/ -= , A,, = 1 , A,j == in dor 
angegebeneji Art. Die Detcrniinanleii von^reduciereo sicli glcicliralis und 
geben 

'P= K«,, - V) + K4«M - "«') + ("uHi - Hf) 

"T ("ss'^SS — '^Ti'l "T ("ll'^'ss — "13") T" (<'2j''44 "24 )' 

ware V = a^^x^^ -\- s^.^x^ + d,.^^x^ -\- a^^x^^=Q KaA V'=0 
(lie allgemeine Gleidiung, so crfahren die vorigen Wcrtlie nur durcb Ein- 
Iretcn dcr gestriclienenCoofficienlen un Steiic der ungealricliencn und durcli 
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HiiiaulretcN dor Factoren a,,, . . .; anii^j, . . , clc, Veranderimgen. 

A ^= Ujj aj2 833 aj4 , id 5^ ^ + «| , a^j «33 «44 , 
e = a,,' 3^2 a^s aj, + . . . . S* = aifi,/ + a„V + . ., 
*-a,ia,, i>'33\: ~ «u') + ■ ; ■ ■ . 
Beispiei 3. Siiul 0=0 unil U' = die Glciclmngen zweier Ku- 
geln, also respccllvc 

^^ + y' + ^^ - ?^ = 0. (^_„)-^ + (y-^)' + {^-yf _p^ = 0, 

SO erhait inao fiir J)= = (ix^ + /^^ + r^) «1« '•^^ QuarfraL ilirer Cenlral- 
di stall z 

®-=2Z>- — 3p' — 3v'2. 
Die biqiiadratisclic Glciolmng zur Beslimmuiig von I criililt die speciellc 
Form 

(A + 1,2 ^_ ^2^^ + (i)2 _ p5 _ p-^ X - ?'^} = 0. 

Beispiei 4. Fur 

"=5 + 5 + 3^ '■ ""(«-")'+(!/-is)'+iJ-i')'~s' 

d. i. Ellipsoid imd Kugel eriiiill man 

J=~ -4v,. 'l—ii', 8— -,-j,^:,{i>'+l?'+l''-~ii'-(<i'+4'+c')}. 

«' = '5 + S+?~'-''(i + ^ + ?> ■ 

Das Vers cli win Jen der Discriiiiinaiile von IJ) -\- (J" = gielit ciiic hi- 
quadratische Gleichuug, welclie in der Form 

a2-|.;i ^ /,s + A T^ t' + i ~ ;. 

darstellbar ist. 

Beispiei 5. Far 0=0 als eiii Paraboloiil a^^x'^-\-u^^^/-\-2a^^^=0 
und 0' = als die Kugel dcs vorigeii ISeispiels wird . 

0. = «„«,, («^ + |3= - p^) + 2[a,, + a.J.^s.j' - «,,^ 
und die biquad rati sell c Gleicliung erh^lt (lie Form 
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Beispiel 6. liii uilgemeincjt Falle isL der Wertli von * der fol- 
genda : 

+ («J2"« — "ai^) ('',, "33 °J3 ) + ('*83''44~""34 ) ('^ll'*M "iM ) 

+ ^{^is'^ii — «12"3*) (''i3'"2i' — "i2'«si ) + 2 Ka^aj — "m^i-i) ("li^si ~f^i^"ii) 
+ 2(«3jOj3 — a^^a^^) (n24'«ii'— «i.i'«i2') + 2 [aH''ia~«34"ii) («»i'«2i'~"2i'''i3') 

+ -^(''23''44 "?l''34) (''l3"l2"~'*II "23) + -' {"t3''44^''34''l4) ("u "13 "^"22 '^13 ) 

"T 2(ai2«4j "iJ^Ij) («23''lS "33 "12) ~r ^ ("23 "44 "2-1 "34) (''la'*!! "il''23) 

+ ■■ 

Die Invariaiite <P isl also eine Punttioii ilerselbeii Grossen, die in Art. 
80. in der Bedingiing der Berfllimiig einerGeraden mil einer Flaclie zwei- 
len Grades aurgetrclcii sind. 

Diese Bodingung ist eine iiiiadraiische function der seclis Gourdina- 
ten der Geraden und wenii wir die Coel^cienten rler Quadrate tier Coor- 
dinaleii in ilir durcli q,, . . . ., c^^ und die der Doppelproducte dersel- 
ben diipch Cj2, Cjj, . . , ., t'jfi bezeiciinen, und die entsprechenden Coef- 
ficienlen in der analogen Bedingung /Or die PiScIie (7' = iliircli Bei- 
fiigiing des Slriclies unterseheidcn, so isl gteicli 

'■ll<^4l' + '■il''')4 + Hl'^K + ''22'''6& + '^33''(,fl' + '^as'^'Ob + "<^14'-'l4' + *^^'^- ' 

Man kann auch die Discriminante als Function dersolljcn Grossen 
Kclireilien und erliSlt 
iJ- c„c,t + c„c„ + C„0„ + £„' + c„' + c,,' + 2,„,„ 

+ 2c„c„ + 2c„c„ + 2c„<;„ + 2c„c., + 2c„e„"). 

Beispiel 7. Die Wurzelii der l)i quadra tischen Gleichung in X enlscliei- 
den allgemein filler die Natur und Realililt der gemeinsanien Curve der 
riSchen U = 0, U' •= 0. Hicr eine Ueliersiclil der FsUe. Wenn die 
Wurzeln silmmllich verscliiedeu sind, so hat man, falls sie alle reell sind, 
entweder vier reellc oder nnr zwei reelle Kegel und im letztcrii Falle na- 
turlicb keiue reelle Curve; falls nur zwei von ihnen reell sind, eine reelle 
Curve mit zwei reellen doppellprojicierendenKegelti; falls keine reell ist, 
eine relle Curve olmc reelle Kegel. Sind ztvei der Wurzeln gletch und 
entspricht der Doppelwurzel ein eigentlicher Kegel, so liat die getnein' 
same Curve derFMehen einen Doppclpunkt; entspriclit Ihr ein Ebenenpaar, 
so beslebt die genieinsame Curve aus zwei Kegelschnitten und zeigt zwei 
Doppelpunlile, deren Verbiiidungsiinie den FiScben nicht angehort. 

fiei drei gleicben Wurzeln und einera elgenllichen Kegel als der drei- 
fachen Wurzcl I'ntsprechend, erhall man eine Curve vierler Ordnung mit 
slatiouarem Punlil (vergl. Arl. 206.); entspricht ilir ein Elienenpaar, so 
zerfalll sic in i;wci ebonc Curven, die sicb in eincm Punktc beriihren; und 
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fallen (Ijese EbeneD ziisainmen, so sinil ilin KlSclicu einander nscli einem 
KegelsciiniU umsclirieben. 

Sinfl iwei Paare gleichei' Wur^cln vo I i 1 p ' I 

selben eigenlliclie Kegel, so zeilallt die Cu r d d 

nuiig iind uine Cerailc; in den beideii Schn p It 1 II b I 
sich die Flachen-, isL ciner joiicr Kpgel ci tl p fjllt 11 

Curve in zwei dieDO CurveD, deren sine a w C I d b t 1 1 I 
Pliiclieii berQhren sich in drci Punklcn; zerf II b I K g 1 1 1 
die Curve aus deti Tier Seitcn eines windsci TV k 

Eodlich entsprecheu der Gleichlieit all W I f Ig t Sp 

cialitaien: Bei einem elgrnllicben Kegel da Z T II L d t 

ter Ordnmig iind eliie sie Ijcrfllirende Gcrad b Eb np t 

weder in zwei Gcrade und einen Kegelsclin II 1 h I I I S I i 
ptmkl derselben liindurcbgebl, oder in dre Til I 

dritte schneiden; bei eiiiei- Doppelelicne ii C 1 13 I i 

Fliicben Kich berulu-en. 

Die dera Auflreien der WertheO mitlix) t I W I tj 
cbenden SpecialilSlen urkeniit niajt kiolit, ] k d 

VVurzel dieerste Pillche und cine Wunieloo I till 1 1 (, 1 

erfordert.*^) 

203. Man soil <Iie geomeliisclie H d t n 1 B d gun 
© = und die der Bedingung * = Iw k i 

Aris dera Beisp. 2. des vorigeiiAit bi I d f 1 

Beziehuiig auC das geineinsame sicb s II t j til I 
d. h. das FundantenlalLelrader als ein B uf &^ = I 

selbst conjugiertes oder eiii O'lailiupe' ' 1 P 1 n (/ 

ist und diess verscliwhidet fiir das gleichzeitige Verscliwinden der 
aii; d. h.: Die Invariaiite ist Null, wenn der FUcbe 
1/ = ein Tetraeder eingeschrieben werdeii kann, 
wulclies in Beziig auf U=0 sicli selbst conjuglert isl. 

In gleicher Art erkennen wir, dass & verseliwindet, wenn 
die Aii verschwiiiden , und da A^ =i) die Bedingung ist, uuter 
welcher die Ebene Xi = d die Fladie f;' == Ijerfthrf, so 
vei'scliwindet ©', sobald der Flache (7' = ein Tetrae- 
der umgesclirieben werdenkann, welches in BezugauT 
r/ = sich selbst conjugiert ist. Nach dem Vorigen ist 
aber ®' ^ zugleich die Bedingung, unter welcher der Ftiiche 
y = ein in Bezug auf l/=0 sich selbst conjugiertes Tetrae- 
der eingeschrieben werden kann; man erkennt also aucb, dass 
aus der einen dieser Bezielmngen die andere folgt. 

Die Invariante isl, gleich Null, wenn die sammL- 
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liclieii Kantfiii uines Tetraeilers, das in Beziig awf ilie 
cine Flache sicli selbst coiijiigier t isl, die andere 
FUche beruhren. 

Beispiel 1. Die Eckeii von ^wei in Being anf ilieselbo Fiadie ^wei- 
len Grades sldi selbst conjugierteii Telraedern bilden ein System von aclit 
Punkten, durch ilessen letzien jede FlScbe zweiteu Grades gcbt, die die 
siebcn flbrigen enthSlt, ^^) 

Denn Mr dne FlSche zweiten Grades durcii die vier Edien des eiiicn 
TeLraeders und drei Eckeii des zweiten, welcbes wii- als Fimdaiiientolie- 
traeder denken, isl nadi Art. 202, 2. uoibwendig 0'^Ooder Wj, + «jj 
4" "33 ~l" "ii=0. weil die Fladie die Ecken des ersteii Telraeders eiil- 
liult und da wegen der Lage vod drei Ecken des zweiten in der Flache 
«jj = 0, Cjj ^ 0, a3g=0 ist, so wird auch a^j^O, d. h. die vieric 
iicke des zweilen Telraeders liegt auch in der FlSche. 

Man beweist in derselben Art den reciproken SaU, dass eine Fliiclie 
zweiten Grades, welche sieben der Telraederfiadien zu Tangonlia]el)cnc]i 
hat, audi die adiCe FISdie berfihren muss. 

BeispiBl 'i. FQr jede eiuem sicb selbst conjugierlen Telraeder umgc- 
scjiriebene Kngel ist die dgnge der vom Miltejpiinkt der Flidie an sic 
gdienden Tangenle die gleJche. Denn nach Art. 202, 4. giebt die Bi'dln- 
gung ^ fiir das Quadrat der /rag lichen Tangente a'^-\-p^-\-y^ — p^ 
den Werlh o^ + 6^ + c'. (Vergl. „Kegdschn." Art. 351, 2.) 

Nach diesem Werthe konnen wir den Salz auch so ausspi-echen : Alle 
durch Punttquadrupel harmonisclier Pole einer FlSche Kweiten Grades be- 
sUinmten Kugein sind zu derjenigeu Kugel ortliogonal, von dercn Punklen 
ans je drei zu einander reclitwinklige Tan genii ale be ncn an die Flache gehen. 
(Art. 93.) 

Beispiel 3. Wenn fiir cin Hyperholoid ~ -\- '-^ -\- ~ = I die 

lieJation — + -r- H ^ = erfutlt isl, so liegt das Centrum der 

von einem Quadrupel Iiarmonischer Polarebene" beriilirten Kugel slels In 
Uei- FlSclie. Diess folgt aus der Bedingung ®' = in Art. 202, 4. 

Beispiel 4. Der Ort des Mitlelpunkies der durch ein Qiiadrupel Iiar- 
monischer Pole eines Paraboloids bindurchgebenden Kiigel ist eJiie Khene. 
(Art. 202, Beisp. 5.} 

Beispielf). Wenn von zwej Kugein die eine die Kanteu eines Telrae- 
ders sanuntlich berQbrl, welcbes in Bezug auf die andere sicb selbst con- 
jiigiert ist, so ist die Snmme der Quadrate ihrer Radien gleii:h zwei Dritlel 
des Quadrats ihrer Cenlraldislanz. (Art. 202, ISeisp, 3.) 

204. Man bestlmme die Bedingung, iinter welclier 
zwei Flaclien zweiten Grades (7=0 und V' = ein- 
ander bfirCihren, 

.Wie im Fall der Kegelsclinitle (vergl. ..Regelschn." Art. 348.) 
hat die durch das Verschwinden der Discriminante gebildete 
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Gleichuiig des Art. 202. im Falle di?i' Beriiliriiiifj (kr t'liichen zwei 
gleiclie Wurzeln. Denn fiir den Anfangspunkl im Beriihrungs- 
punkt mid die Tangenlialebeiie ak Coordinatenebeae i = Ohabeii 
wir fur beide Flachen zweiter Ordniing ((„=0, 0^=0, a^i=0; 
iind ntiil durcli Substitution dieser Werllie die Di scrim in ante des 
Art. 67. sich auf 03,^ (n,/ — «ii "22) reduciert, so wlrd die ei- 
wiihnle biqiiadralJsche Gleicbung 

C'«3i+«3i')' {(^«i2+ O' - (^«ii + O (^-^22 + «n}} = 0; 

eiiie Gleicbung mil zwei gleicben Wunelii. Die fragliche Bedin- 
gung >vird duller gebildet, iiidem man die Discriminante der Iii- 
qtiadratischen Gleichung des Art. 202. gletcli Null setzl. 

Beispiell. DieBediiiguiig der Beruhrung vou zwei Kugeln zti finden. 
flic Gleichung des Art. 202, Beiap. 3. Iiat imraer zwei gleiclie Wurzolii 
i ^ — 1 ; sie zeigen den uneudlicii Ternen gemeinsamen ebeneii Quer- 
sclinitt wieder an, in welclieui nach Art. 137. eine doppeltc Beifiliniiig 
sfillllndel 

Die Bediiigiing fiir eine Berilltmug der beiilen Kugeln im endlichen 
Rnume befeit die Discriminante des zweiten quadratisplien Factors der 
(jlcijiung in I ; sie ist 

[B" — 9^ — q'^f = 4eV d. h. i) -= e + p'. 

Im Vllgemeiiien hat, wie schon bemerlct, die biquadraiiscliu Gleicliiing 
m A zwei Paar gleiclie Wurzeln, wcnn beide FlUchf^n eine geracinsame Er- 
zeugende tiesitzen; sie entsprechen den Doppelebeuen der beidcn projecli' 
iischen Cbenenbflschel, welclie die Taogentialebenen der FlJlclieii in den 
Punktea dieser Erzeugeaden nach Art. 111., 116. bilden. 

Beispiel 2. Man soli den Ort des Centrums fiir eine Kugel von con- 
siantem Badiiia besLimmen, welcbe eine FlSche zweiten Grades berilhrt. 

Die diirch Vergleiciiuug der Discriminante der hiquadratischen Gleich- 
ung des Art. 202, Beisp. 4. mit Mull erluUene Gleichung ist in x, y, z 
— wenn wir diese an Slelle der a, ^, y setzen — vora zwBlften Grade. 
Wenn wir in ihr p = machen, so reduciert sie sich auf das Product 
aus dein Quadrat der Gleichung der Fliche in eine Gleichung rom achten 
Grade, derenBedeutungwir weiterhin erkennen werden. (Vergl.Art.221.) 

Bas hier betrachtete Problem ist mit detn von der Bestimmung der 
Gleichung der Parallelit ache zur FlSche zweiten Grades identisch, d. h. des 
Ortes von Punkten, die man durch Abtrageii der constanten Lange p auf 
alle Normalen der Flache von ihren Fusspunliten aus erhalt. (Vergl. „Ke- 
iSelschuilte" Art. 348, 2,) 

Betraclilet man die Gleichung des Problems als eine Gleichung sechs- 
ten Grades in ^^, so giebt sie dieLangen der sechs Normalen, welche vom 
Punkte X, y, z aus an die FlSche gehen. 

Um die Gleichung des Querschnitts der Parallel flache mit eliier der 
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Hatiptcbenen 211 finiien, beimtzen wir ilas Princiji, woruacli die Discrimi- 
nante ties algeliraischeu Ausdrucks von dcr Form (I — a) ip (A) in Bezitg 
aiif K (lie Form eines i'rodiicts van [<p {l)Y mil ilcr DlRuriiniiiante voii 
9> (A) haben muss. (Verf,'l. „Vorlesiingen" Art. 67.) We biqiiailraliscbe 
Gleichiiiig' jnit 2 = gii'bt lianri als niscrimiiiunle von 

lion lioppnll/.iililfiiiiloii Kegiilschnilt 

(ler also eine Doppelcurve iler FlSclie is[, vcrbiiiideii mit <lei' (lurch die 
BiscriminaiUfi tier inrierliaUi der Kiammern stebenden Fiinciioii dargesletl- 
len Curve, der Parallelcurve <les bezflgliclien IlauplscI mines tier Fiacbe 
zweilen Gra<les, die von der aclilen Onliiuiig isL. Sie isL die Enveioppe 
eines Systems von Kegelsclinillen, deren jeder sie In den vierPunklen be- 
riilirl, wo sie den durcli das rilTerenlial Ihrer Gleicliung in A dargestelllen 
KRgelscIinitl 

, (« + If + (i +T)' - p = *^ 

sclmeidel; da jeiier DoppellfegelscImiLl dcm Syalera fiir A = — c ange- 
iiitrl, so bei'flbrt audi er die Curve acliler Ordnung in vicr Punlilen. (Vergt. 
Bd. II, Art. 247.) 

Beispkl 3. Die Gleicliung dor Parallelflache eines Paraboloids wird 
in gleicher Weise gebiltlet, indem man die Dlscriminante dcr l)iquadrali- 
sdien Gleichung in Art. 20'2, 6. glcicb Null selzt. Das Kesullal slellt dne 
FlSche zelinLer Onlnung dar, welchc sicb Tflr (i =^ auf das zweifacli ' 
KShlende Paraboloid und einen Ort secbsten Grades redueiert. {Vergl. Art. 
222.) Die Gleichung isl in p' vom funften Grade und zeigt also, dass nur 
funf Normalen von einem Puufcie an die FlSche gelien. Man zeigt wie vor- 
bin, dass ibr Querschiiitt mil jedef IlaupLschniltebene aus der doppeltzSh- 
lenden Hauptschnillparabel imd der Parallelcurve derselben beslclit. 

205. Wenn zweiFIachen einander beriihreD, so ist 
der Beruhrungsptink t ein Doppelpuiikt i 'Ire Du cl 
dringungscurve. Zwci Flachen von den Ord ngen n I 
durchschneideii einander in einer Curve von de d ^ n 
i\. h. einer Curve, die von einer Ebetie in »i» Punhte gesctnt 
len wird. In jedem Ponkt dieser Curve giebt e e ne e nz ge 
Tangente, na'ntlicb die Durchschnitlslinie der Fa ^e t alei e e 
heider Flachen in dlescm Pujikt. Lenn jede diir 1 d tera I 
gehende Ebene schneidel beide Flachen in Cnrv 1 e e n le 
in ihr beruhren und geht daher (Jurcli zwei z a ne Tali nl 
Pimktc (ler Durchd ring tin gscurve. 
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Weiiii aber (iie Flachcn sich berfiliren, so sctmeitlel jcde 
diircli (!cii Bcnihi'uiigspimkt geliende Ebene <Iie Flacheii in zwei 
sich beriilirenden Curveniind jede solclie Ebene gelit daher durcb 
zwei zusammen failende Punlae der Dttrchdringiingscurve. Per , 
BerObrunggpiinkt ist sotnit cin rioppelpuniit in der Durchdringungs- 
curve. Und es giebl wie fur ebene Curven zwei Tangenten der 
Curve im Roppelpunlit ; denn es giebt in der gemeinschaftlichen 
Tangentialebene der Flachen zwei Gerade durcli den Beriilinings- 
punlit, so dass jede Ebene, welctie eine derselben eiilhalt, die 
Flachen in Ctirven schneidet, die niit einander drei ziisammen- 
failende Punkte gemein liaben. 

Nehincn wir die Tangentialebene zur Ebene der xy imd sind 
die Cleicbungen der FlScben 

J _|_ «j^ -c^ _j_ 2a^^ xy + u.,^ y' + olc. = 0, 
z + a,-x^ + 2n,;xy + «,,'j,= + etc. = 0, 
so schneidet eine Ebene y ^ ^x sie in Ciirvcn, die sich nadi 
An. 248. der „Kegelschn." oscnfieren, weno 

fl,i -f 2«i2(* -1- ffljjfi- = «ii' + 2«i5V + ft^^y- 

isl, $0 dass die beiden fraglichen Geraden durch die Gleicliung 

("1, - «,i') ^■- + 2 («n - «n) ^ + fe - ^22) f-=^ 
besUmmt sind. Im 2, Bande dieses Werkes beweisen wir genau 
so wie in Art. 36., 37. der „H6h. Gurven", dass fiir 

„(i) _j_ i(|2) ^ „(3i _|_ eic. = 
als die Gleicfiuiig der Flache der Anfangspunkt der Flaciie ange- 
h5rt unU dass die Ebene uW = alle die Geraden enlhalt, die 
in ilim die Flftciie in zwei auf einander foigendcn Punkten schnei- 
den; dass aber ferner, wenn !(W identisch Null ist. die Fiaclie 
den Anfangspunkt zum Doppelpunkt hat, waiirend die KegelflSche 
!,!«) = alle die Geraden enlhalt, welehe die Flache in drei auf 
einander folgenden Punkten schneideii. 

Wenn wir in dem hiei- betraclileten Falle die Gleichung der 
einen von der Gleicliung der andern Fl5che abziehen, so erhal- 
len wir die Gleiclnmg oiner diirch die Schnittcur?e bcider gelien- 
de n Flache 

(«i, - «iiV + 2(<:ij - «„') xy + (.<;, - «j,') f- + etc. = 0, 
in der der Anfangspunkt ein Doppelpnnkt ist und die von den 
beiden vorlier gefundenen Geraden in drei anfeinanderfolgendcn 
Pnnklen geschnilten wird. 
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206. Wenn diese Gerailen zusammpnfalltn, so isL Jer Dop- 
pdpunkt insbeaondere eine Spitze odci piii slationiirer Punkt 
(vergl. „H6h. Curven" Art. 38., Ill) in dei Durchdringiingscurve imd 
wir wollcD die Beruhrung der Flaclien in die'^ein Falle als sla- 
tionare Berulirnng bczeichnen Die Bedjogung, iiiUer welcher 
dieselbe einlrilt, ist bei der im voiigen Ait. ¥orausgeset7.Lt;ii Lnge 
del- Coordinatenaxen 

Wenn diese Bedingung .iber erfullt ist, so bat die biquadra- 
tjacbe Gleicbung fiir k im Art. 202., fiir welche bei deii liier 
vorausgesetzten Gleidiiingsrormen Qberdiess n^^ ■= a^{ ist, drei 
ihrer Wurzein gleicb — 1; d. b. drei der doppelt-projicirenilen 
Kegel zweilen Grades der Diircbdringungscurve sind vereinigl, ana- 
log der Vereinigung der drei Linieiipaare im Kegelscbiiiltbflschel 
im Falle der Osculation. („Kegelsclimtte" Art. 246, f.) Die Be- 
dingiingen der gtalionSren Berubrung werden also gebildet als die 
Bedingungen, unter welchen die biqiiadratische Gleicbung der Dis- 
criminante drei gleiche Wurzein hat, d. h. sie sind S ^ 0, T^O, 
fur S und T als die beiden Invarianten einer biquadratischen Form, 
(Vergl. J^,j nnd J^,^ in Art. 340. der „KegelscIin.") 

Dadurch verbindet sich die Tbeorle der Hauptkriimmungs- 
radien und der bezuglicben Centra fur Flacben zweiten Grades 
mit diesen rnteisucbungen. Eine Ruget aus einem Puiikte der 
FlSchennormale durch den Fusspunkt derselben berfihrt die Fladie 
immer, aber sie beriibrt dieselbe inabesondere stationar, wenn 
ibr Radius einem der beiden beziigiichen Hauptkruinmungsbalb- 
messer gleicb ist. Macben wir die Tangentenebene znr Ebcnc xy 
und die beiden Itichtungen der grossten und der kleingten Kriim- 
mung (Art. 196.) m Axcn x und y, so eischeint das Glied xy 
niclit in der Gldcbung, da diese Ricbtungen die RiciiLungen der 
Axen der zu ary parallelen Schnitte sind; die Gleichung ist also 
von der Form x -\- (i^^a:^ -f- a^^y^ -\- etc. = 0. Nach dem Vor- 
bergebenden bat aber eine Kugel z -\- k [x'^ -\- y'^ -{- z''} '^ eine 
fllationSre Bezeichnung mit dieserFiacbe wegen ft,, = a^^' "^ 0. 
wenn (i. — a,j) (i — Kjj) = 0, also entweder A=au oder A=ft5j 
ist. Fiir y==0 ist der Kreis e -[- «,, (»:' -|- i-) = osculierend 
7,u dem Schnitt z -\- a^^x^ -|- . , . = und fflr a; = der Kreis 
z -f- ^T! iy^ -j" ^^) = ^ osculierend zn z + "a^y^ >|- . . . = 0. 

207. Wenn man nun, um die Gleicluing dRr Flilche 
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(ler Centra zu Widen, fiir die biquadratische Gleichung im Bd- 
spiel 4. (les Art. 202. die Invariantengleicliungen S = 0, T = 
aurstellt, so verbinden diese die Coordinaten a, j3, y des Kriini- 
mungscenlrums eines Hauptschnittes mit dem Kriimmungsradiiis 
Q desselben; die eine dieser Gieichiingen ist quadratiscli, die ati- 
deie cubisch in q^ und die Elimination von ^^ zwisnhen beiden 
giubt die GleicUnng des Ortes der Krummungscentra aller Haupt- 
scliniUe. Das Problem kann atich so ausgedriickt werden: Fijr 
U = und 0' = als zwei algebraische Gieicbungen von glei- 
cliem Grade und k als eiiien veriinderlichen Parameter Itann dle- 
ser Ittztei'c immcr so bestimmt werden, dass die Gleichung 
V + kV => zwei gleiche Wurzein hat; es ist aber nicbt mijg- 
licb k so zu bestimmcn, dass diesclbe Gleichung drei gleiche 
Wurzein bat, so lange nicht eine gewissu invariable Relation zwi- 
scben den CoeRicienten von V und denen von if besteliL Das 
gegenwiirtige Problem fordert die Bestiinmung einer solchen in- 
varianten Relation, denn es verlangt die Bedingung 7.u fmden, 
unter welcher es mSglich ist, k so zu bestimmen, dass die in I 
bifiuadraliscbe Gleichung 

--^ L -l! \ £--.. = 1 -]- ^ 

a^ + A ^ 6'^ + A ^ c' + A ^ A 

drei gleiche Wurzein babe. 

Im Folgenden sind die Hauptglieder des Resiiltala aiigcgebcn, 
ans denen alle andern dorch Symmelrie bervorgehen, mit der 
Abkiirzung b'^ — c^ ^ «, c^ — a* ^ ^, o* — b'^ = y und Kv- 
sctzung von ax, by, cz durch x, y, z respective: 

+ 312K^+3t<^^+3«V'-7(3V') «^a: V'^'+(«''+^^+9«*^'+9«^^*>V'* 
_|_ 3 ((,6 _|_ 6^,4,32 _j_ 3^4j,2_|_ 3„2^4 ^ pY __ 21 (,2|32^2) ^Oj^^a 

-3(^^+y^)<.^^">-3{2,J*+3i9y+3^V-7yV)«^^y^ 

~3r + 6^V^ + 3ry* + 3,3%*+«y-21«^|3y)«Vy* 

+ 3{14(c^l3'^+«^^*+^y+,3V+A^+/V)+20a''py}«V;/=^^ 

+3{4yS-7j>«{«^+^^)-198;>*(.2(3H68«^Py^(«^+(32}+42«*j3*)a7V^^^ 

^-3C|S^+3|3V^ + y*)«''a^« 

+3r+(5|3V^+3/3V4-3^V' + ''y-21«^^V)"*^V 

+ 9 (a^f -I- «^J3^+^V* + ,3=y* + y*«=+ y'«^ - 14<.=pV^)^'^^a.^,,* 

-3|4««-7B«(|3'+f)-198tt^]3V'+'38«'^^y(|S'+r')+42^V*}«'^'.'/'s' 
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-3 (/ + SrV + 3 ,v + Vf+'-'f - 2 1 «'(iV) «'(i'«V 
+3{U{„'li'+„'l>' +fV+ Pr' + rv-+f'') + 2(kv,'yii',v,'z 

+ 3(|S'+3|)V+/)»«(JVV+3(2,'+%V+.V(i'-7»'(J>).Vy«y 

-3((j'+,')««|)w+«"py=o. 

Fijr s ^ wird dieae Gleichung rediiciert anf 

(VergI, Art. 198.) Der Schnitt iler Fladie mit der unendlich enl- 
iernten Ebene isL den Schnitten mit den ITauptebenen gleicharlig, 
da die liochsten Glieder der Gleichung den Aitsdriick bilden 

(«'+»'+.')» { (.w +()y+,'2')'-27«'(iVv.v%'}. 

Die Gleicluing der Fliiche der Centra filr ein Paraboloid 

«„«' + '^' + 3«,.» - 
erhaltenwirfuro,, — fi^2'^^'^''^n~i'"ii~P''^ii^i2~S'^'n''^''^'^iiy^'^^'' 
x" -\- y- = p^ qz^ + piu^ + «34^ = W m der Form 

8 {,=« F + J«„(o,, V + .„¥) + 2m««„ »-}' + 27 !■ = 
rait 
2-= j'o,4 f— 16m V",, »'!i:V+ 6>»'j'o,/i f— 56i» W^ ''"V 
+ 8mV'>3.'»y»'+l ^■''9'«34'«' '"+*''»V«t, V l'^152«i'j'«34'«V( 
-|-48m2p?*rt343a;y r+8wV«34**^ F^- 24mV'>34^«e* F^- 24fB V«34 V^ 
+ 12».V«34'f*+43»V«34'-':V+24»..»o„"4(«„*' + «a!/') 
+8m»(»„V+»„"i,')«3.'- 

Der Schnitt der Flache mit der Ebene x oder y ist eine 
dreifach zahlende Parabel itnd die ETolute derselben. 

208. Man soil die Bedingung entwickelii, unler welcher 
zwei riachen zweiten Grades so liegen, dass der einen 
von ibnen ein Tctraedcr eingcscbriebeii warden Itann, 
von weichem zwei Paare seiner Gegenlianten in der 
Flacbe des audern enthalten sind,*) Wenn die bezeiclinete 
Relation staltflndet, so lasst sich die Gleichung der einen PISche 
in die Form A^^x^x^ -|- A^^x^x^ = schreiben, indess in den 
andern die Coefhcienten eta sammtlich verscliwiudeii. Dann ist 

* - (4s"i4+ Ai^r^r- + 2A,,A^, Ks«i, - «,3a,, - «„«,,). 
&= A - " - « )C^ +'^4«J- 

*) Das P m d n p n i Prolilem der 

analytiBulioii P ndmrannKg tt eingesclirie- 

benen utiil 7A n ucI □ h b D eck. 
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Und die f'ragUche Bedingiiiig hi also 

4 z( !2 = &^ -\-8J'^@'. 
Ebenso isL die Bediiigung, uiUer welcher iin- zwei Flachen zwei- 
len Grades ein Tetraeder exislieit, welches ein Paar von Gegeii- 
kanteii in dcr eineii hat und der andern iimschncbcn ist, 

4 j'0'0= 0'3 + 8 ^"^®. 
Dicss Lrtzlere kanii audi aus der iin nauhsleii Arl. unlettiuohteu 
Gleichung geschlossen weiden. 

309. Man soil die allgemeiue Form der Gleichung 
einer Flache zueiten Grades fiiiden, welche die Ebeneii 
des Pundamentaltetraeders bertihrt. 

Die Reciprokalfliiche der gedachten geht durch die Eckeii 
des Fundamentatletraedvrs und liat daher die allgemeiae Gleichung 

Die Reciproke djeser Gleichung ist aber nach Art. 67., 79. 
+ 2(«„o„ — «„«,., — OiiOjJ (oiAlj + 'rMi') 

+ 2(»„.„ - «„»,. - .„.„) {a,a,h + 'nhU = 0. 
Durch die Substitution vou a:; fur §; y{(tkiahi>ai„i) wird diese 
Gleichung 

*1 T^^a T^^3 T^^4 T^ 7//., „ „ „ 1 l''^2'''3 T^ •^I'^.l) 

f l<'ig''l2''2i''3l' 



^^ — i/i„ V. :: .. \ K^i^i ^ ^3*4' — '^* 

Die drei Coefficienten dieser GIdchung sind aber die nega- 
tiven zweifacheii cosinus der Winkel eines ebenen Dreiccks von 
den Seiten K(%3«h). n«is«2i) """^ KK2"3J> """^ ^^^^^ uuter- 
liegeii der Bedingung, dass die Sumnie ihrer Quadrate und ihres 
doppelten Products der positiven Einheit gleich ist. 

Die allgemeine Form der Gleichung einer dem Pundamental- 
tetraeder eingeschriebenen FISche zweiten Grades is! also 
■V + a^i' + a^s^ + V — 2i'(*2^3 +»ia!d) — 2? [XiX^-^x^x^) 

mit der Bedingung 1 — 2pqr = p' -f- q^ -f- '"'• 
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Uiid man sieht leiclit iimgpkehrt. (lass die Flarlie zweiten 
Grailiis, welcbe diese Gleiuhung ilaistelll, iu le e F nda- 
meiilalebeiieii beruhrt«iid; denndie (^Ltundene Be I j,ung si audi 
die Bedingung fiir das Verschwinden dei Uiscii an e Ic Kegel- 
schiiitte, nacti welcheii die Fladie inn den Fu da e talelenen 
geschniUen wird, luid dieselben be&Lelien soin a je e reellen 
oder nicht, reellen Graden. 

210. Wenn P' = eiiien KegLl niJiasciiliert, so i8l^'=0 
mid es bleibt die geomelrische Bedeutung von 0, und &' in 
diesem Falle zu unlersuchcn. Wir nebmen den Scbellei des iiegels 
als FuDdamentalpunlil, so dass «,/, oj/, «j/, a^{ z. B. sammtlich 
gleicb Null sind. Dann ist 

d. h. es verschwindet nur, wenii der Kegel in zwei Ebenen de- 
generiert, oder wenn der '^cheitel des Kegels in der FIScbe 
0=^0 liegt. 

Wenn wir sodaim flic f leichiuij, drs lui dei '^[lilze unseics 
Kegels der Flache 1/ = umsrhtiebenen tSei nbrungskegels, 
namlich 

- («„«, + « ,» + 's,h)' - 
in der Form 

schreiben, so erfaalten wir fiir die Tnvariante d> den Aiisdruck 

^iii^M^ss "23 ) T" "'ij ("as "j 1 "is ) ~r %i t*! 1 "aa "la J 
-|-Ja23{«|g (ij2 — ajj ajg }'T^^m'*i2 "2s "aa "la J+^^tii^s "13 "23 "i* )' 
und nach der Tbeorie der Invarianten der Kegelscbnitte („Kegel- 
schn." Art. 351.} driiclU daher <B = dieBedingung au ter 
welcher es mdglicli isl, Tom Scheitcl des Kegels E/' = a s a 
die Flache U= drei Tangenten zu legen, welche e n Bez 
auf jenen sich selbsl eonjiigrcrtes Syslem oder ein T i I 1 o 
nisclier I'olarlinien desselben bilden. Ehenso linden 

"u ® = "n ihihz — h3^) + "22 (aaa^i. " ^13") + ^tt. 
und crfahren daraus, dass & nur danii verschwindet, wenn durcli 
den Scheitel des Kegels W = drei Tangentialehenen an die 
Flache [/ ^ gehcn, welclie ein Tripel barnionisclier Polar- 
cbenen fiir (7' = bilden. 
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Die Invarianteu id Special fallen. Art. 210. ^47 

Die Discriminante dei' tubischen Gfekhiing in I veiscfiwiudel, 
wenn der Kegel //' = die Flaclie P = beriiliit. 

Wenn O'^O zwei Ebeneii darstellt, so veischwiiiden ^ und ^'; 
uiid wenn wir diese Ebencn als iCj = 0, ^^=^0 wahleii, so dass 
0' sicli auf 2a,2'a;ja;2 rednciert, so wird ^ = 0,2'* (oj^^ — "33''4i) 
unti verschwindet also mir, wenn die Duiscbsclinittslinie beider 
Ebenen die Flacbe P = berilhrt. Es ist ferner ® = 2af^Ji^, 
und sein Verschwinden driiclit dalier die Bedingung aiis, unter 
welcher die fraglicben Ebencn inBezug aiif (7 = conjiigiert sind 
Oder der Pol der einen in Btizng aiif dieso Fiaclic in der andern 
lifgl; denn die Coordinalen des Pols der Eltenc a:, = sind nu 
J, I, Ji2' -^ja- ^u proportional nnd dieser Pol liegt also in der 
Ebene a;^ = fiir -i,j = 0. Somil geben = und <5 = 
zusammen die Bedingung, unter nelcher die eine der Ebenen 
die Flacbe U = beruhrt und die andere durch ihren Beruh- 
rungspunkt gelit. 

Die Bedingung 0^ = 4^^ wird endlich erfQilt, wenn jede 
der beiden Elienen die FUche V = beriibrt. 

Fiir C = als eine zweifach zahlende Ebene sind ^, &' und 
gluicb Null un(l© = bedingl die Beruhrung der Ebene init 
der Fliiche. Wenn beide Fliicbcn Kegel sind, so sind ^Z = 0, 
^' = und &' = bediijgt. dass die Spitze des Kegels (/ == 
auf der Flacbe von U = liegt; fur <P = giebt es Tripel 
sich selbst conjugierler Geraden fiir U' = 0, welcbe den Kegel 
U^O beruhren. Fur das gleichzeilige Versdiwinden von &' und 
S liegt die Spitze von W ia V und wird von V beruhil, fur 
das gleichzeitige Veracbwinden von & und liegl dit '^pilze 
jedcs Kegels auf dem Mantel des andctii, d li beide haben enic 
Geradc gemein; endlich versciiwindcn 0, (P, nur dann glcich- 
zeitig, wenn sich die Kegel langs einei Geiaden bcruhicn 

Wenn die eine Flache V ^ cm Kegel und die andere 
V' = cin Ebenenpaar ist, so sind z*, J', &' gleieli Null. Fur 
= liegt die Spitze des Kegels in der einen Ebene, fur S ^ 
beruhrt die Scbnilllinie der Ebenen den Kegel; und sind 
gleichzeitig Null, wenn die eine der Ebenen selbst den Kegel 
berilhrl. 

Wenn endlich beide Flachen in Ebencnpaare degenerieren, 
so sind J, J, &, & alle gleich Null; <!> wird Null, wenn die vier 
Ebenen durch einen Punkt gehen. 
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Bethpitl DiL ultiD^tGu ^eoui litj livii Uciituiigen Im ih& Ver- 
bdiwinden iler Imarianlcn koiinea dienen, die Uiii<ilUeie dcr Diircli' 
diin^uugstuiTe algebnisch zu bestimmen Atis den Discrimmanlen des 
Systems V = Q, U =0 ilic tlurcli if = dusgedrucltl sem mag, 
bildeti «ii die des 6yslems fiO -J- V =0, U =0 mid prlialleii 

^'ficr+u; u' = 2~S~i '^^^^ "'^ *'''^*''"^ f*P + f = kaiiti als ciner 
der doppeltprojiciei-eiideD Kegel gedacitt werdeii. Danu enUpricht eiiier 
Doppelwurael das Verscliwiiidcii von 0, elner dreifaclien das von & uiid (t, 
u(id vier gleichenWurzeln das von ®, dlund S". Der der einfaclienWurzcl 
entsprechende Kegel i. B. berOlirl die Fiadie und schiieidel sie in einer 
Ceraden, welche die Curve driller Ordnung berflhrl, die den Rest der 
Ilurclidringung bildet. Das gleichzcitige Verschwinden der erslen Uiiter- 
determinanteii von H bedingt die weileni SpecialitSien. [An. 202., 7.)*') 
211. Die uiieiKlIich eiitfeinle Ebeiie scbneidet jede Kugel 
ill eineni iniitgiiiaren Kreis, welclier diircli den aus deni Coor- 
dinatenanfaiig ubnr ilim bescliriebcncn Kegel iti der Gleichung 

x^ + y^ + ^^ = 
Oargestellt wild. Da diese Gleichung auch eiae unendlicli kleine 
Kugel reprasentici't, so ist jeder Ditruhmesser deiselben uii<1 des- 
selben zu der ilini conjugierten Ebene normal. Bildeii wir also 
die luvainiilen von 



iind doi illeiniLinen fkiibung du lliiclie zvveilen Grades, so 
erhallen hii tin 0—0 den Ausdiuik 

^, I + 4, + //_ =0 
als (lie Bedinguiig, unter welcher der Anfangspunkl der 
Coordinate!! ein Punkt von aolcher Lage ist, tlass von 
ihni drei zu einander reclitwi nlslige Tangenlcnebenen 
an die Flache gelegt vverden konnen, inid (P = oder 

als die BedingUQg, unter welclier aus dem Coordinaten- 
anfang drei zu einander recbtwinklige Tangenten an 
die Flache gezogen werden konnen. 

Wenn insbesondere der Coordinatenanfang das Centrum der 
Flache ist, so dass «[j, a^^, a^^ den Werlh Null haben, wahrend 
nicht auch zugleicli a^ = isl, so lange die Pliiche keine Kegel- 
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(lauhe ist, so wild die cubische Gleicbuiig in l dieselbe, welche 
in Alt. 82. inr Bustiuimung der Hauptaxeii aufgeslellt viorden ist. 
Die Beditigung (P = redociert sicli aiif 

"ll ~r "22 + "iZ = "J" 

ais die fiedinguug, unLer der us niogiicti ist, Sysleiuu 
vonje drei zu eitiandui' reclitwiiikligeii asyniplolischen 
Linienzur Flaclie zu zielieii; iind die Bedingting 0=0 wii-d 

''ii"2z T" '*2a''3J + "ai"!! "n "n "i3 '^ ^' 

die Bediiigung, iinter welclier Systeiiie von je drei /ii 
eiiiander reclitwinlUiguti asyitiptotiscJieii Eiieneti zur 
Flache mdglicli sind. 

Die bdden so bezeiclmeten Arleu von Hyijeiboloiden enl- 
sprechen den gleicliscitigen Hypei'bein in der Theoric dt;r ebenoii 
Curveii. (Vgl. An. 203., 3.) 

Da jede Tangentcuebcnc des Kegels a,-'^ + y^ -(- i* = 
due eine Gleichiing ccx -J- yy -|- is' = aiisdrilclibar ist fiir 
x"^ -\- y'^ -\- z"' ■= und da alle zu einandcr parallelen Ebenen 
duruli dieselbe uiiendlicli entferiite Gerade geheii, so ist offen- 
bar ^^ -\- if ~\- ^^ = die Bediugung, uuler welobec 
eine Kbene 

la; + ^y + ^ + M = 
durcb eine der Tangeiiton des imaginaren Kreises im 
Unendlichen gelit, den alle Kugeldacben entlialten. 

In Folge dessen kann ^ -\- n^ -{- f^ ^== ^ als die Tan- 
gentialgleicliung dieses Rrelses angeselien werden. 

Bildet man nun die liivarianten fiir diese Cieichung und die 
allgemeiue Gleicbuiig der Flache in Ebenencoofdinaten (Art. 79.), 
so erhalt man 

und di). geonieti i-'Che Bedeutung iliies Vei'scb^s'indens ist uben 
bereits an^egeben 

Da die Bediogung (Vil 24) ^^ + iji/ + ff' =^ 0, untor 
nelchei 7wei Ebenen 

ir-\- >iy + S + to = I ^ + .jV + ?'^ + "' = 
zu einandei lecbtwmlli^ sind tITeubai identisch ist njil der Be- 
dmpUn- iintei nclcliei ditse Ebenen in Ceziig aiif 



y Google 



250 NeuQtea Kapitel. Ait. H12. 

^■' + n' + -C - 

einaiider conjugiert sind, so erkennL man, (lass zwel za einander 
recbtwinklige ELeiien als in Beziig auf den imaginaren Kreis im 
Unendliclien einander ronjugiert anzuseben oder class ihre Schnitt- 
linien mit der unendlkti fernen Ebene in Bezug atif diesen Kreis 
dnander conjugiert sind. 

Beisp. Jede durcli drei Teste Punhte geliende gleicliseitige Hyper- 
bel enthillt ilberdiess beltanntlich einen vierten feslen Punht. Welches 
Gesetz entspricbt dem in der Tbeorle der FlSchcn zweiten Grades? 

Die Unlersncliung ties Theorems fiber die gleichseitige Ilyperbel lehrl, 
dass xeinc Wabrheit von dem Factiini abhangi, wonach die BedJugiing, 
uiiter welcher die allgemeine Glcicliung zwcilen Grades eine glelchseilige 
ilyperbel reprilsentiert, in den Goerficienten linear i^^t. In dersclben 
Weise lindet man fiir die gleichscitigen Hyperboloide der Gatliing 
a, I + ijj + 833 = 0, welchon Sysleme von je drei zu einander rccht- 
winkljgen asymptolischen Linien entspredicnj den SaU, duss jede F'ladie 
dieser Art, welclie diircb siebeu Punkte geht, eine Teste Curve und jede, 
welche durch seclis feale Punkte geht, zwei feste Punkte flberdiess entbSlt. 

Deim die Bcdingungen, iinter denen die FlScIie durcli sieben Teste 
Pnnkte gelit, in Verbindung tnlt der gegebencii Relation erlauben die 
Bestimmung aller Coeflicienten der allgemeincn Gleichung bis auT einen; 
die Gleicbung der Fliclie enlbiilt dalier cine unbeslimmte Grdsse k nod 
ist von der Form (74-ft0'=0, welche die fesle Curve {V=Q, I/'=0) 
enthait, Wenn aber sechs Punkte gegeben sind, so beweist die Unbe- 
stimmthcit von zwci Coeriicienten, dass man die Glcicliung auT die Form 
V -\- kV -\- lU" bringen kann, welclie Flachen darstellt, die durch 
acht feste Punkte gchcn. 

212. Allgemein druckt die Taiigentialgleicbung eincr 
Curve im Itaume die Bedingung ans, unter welcher cine Ebene 
durch eine der Tangeiilen der Curve bindurchgeht. Wenn z. B. 
in Art. 80. die Bedingung gegeben ist, unler welcher die Durcli- 
schniUslinie der Ebenen 

g^ + W + ?^ + ™"' = 0, r^; + Vy 4- r^ + w'"' = 
. eiUe Fiache zweiten Grades beriihrt, so kann niau dieseibe aucb 
als die Tangentialgleichung ties liegelsclinitts betrachten, in wel- 
cbem diese Flaclie durch die Ebene 

IV + ,,> -I- I'z + mw = 

geschnitten wird. 

Hach Art. 123, ist die Reciproke eincr ebenen Curve eine 
KegelOache und sonie eine Gleichung Kweilen Grades iu Punklcoordi- 
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eprase I I e ne Ta gen igle 1 tin(, z e ten fj d les ae 
cbene ke„el ch tt en I D s r n a e e I \v n let N I 
der bekan ten Beze h ^ de M no e ler D s n oa te J oder 
lie Elemente des ad] ng erte Sy ten 4 e c t d e allge 
neue Ta gental 1 lug ZHeten G ales A E 127) lur h 

la stellbar Au e ne sol le Ta ^e tdtglech n„ bd nea r 

de e ol I I n Gle hu 6 1 C n 11 te nd n 

z e t d e Re p ol e de Ta „ t al I I hi ^ ol n 

1 le Regel bid 1 

e e otUta d Q drat a 1 i das Q d at le Gle b 
Ho de El e d t e W r be I me soda o de Keg 1 
s b tt s Ibst n 1 w r d e e Gle hun„ n t le Gl h g 

{A A —A )-j- {A 4 ~ 4 j-\- {■! A —A ) 
■j- 2x0- {A A — A J )-\-'> {A A — 4 A ) 

combinteren , die den Kegel reprasentierl, dur aiis dem Piinkte 
3;^ = a:, = arg == iiber ihm lieseliriehen wird. 

213. Man soil die Gleicliung des Kegels bestiinineii, 
der eine Flache zweiten Grades f = in der Curve 
beruhrt, in der die Ebene 

■i,x, + 1,^, + k^z + 1,^1 = 
sie schncidet. 

Die Gleichung einer Flaclie zweiten Grades, welche P ^ 
in dieser Scbnittcurve beruhrt, ist von der Eorm 

kV + (|,a:, + i,x, + ^,a:^ + |,^,/ = 
iind man hat bier /c so zu bestimmen, das^s diese Gleichung eiiicn 
Kegel darstellt; man erhalt aber in diesein Falle 
= 0, 0' = 0, J' ^ 0, 
iind wenn man 

s = A,,i-' + ^21/4- ^33^ + - ■ . (Arl. 79.) 
setzt, d. h. durch a die GrOsse ausdriickt, deren Verschwinden 
die fieriihrung der Ebene mit der Ftciche bedingt, so ist die vierte 
Wurzel dor Bestimniungsgleichung fur k zu den drei Wurzein 
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gleicli Null, weluiie sie in Uiiisem Falle liaL, aus der (ilekhiiiig 
kJ-\-a'=:0 zu entiielinien. Die Gleiehung des fragliclici] Kegels 
ist somit 

Bei'iiltrt die heli-athtete Ebcne die Flache, so ist (Art. 79.) 
ff = und die Gleicbung des Kegels reducieit sicli aut die der 
doppeit zalileiiden Beriibrungsebeue. 

Unler dem liier bebandelteo Problem ist das von der Be- 
slimmung der Gleicbung des Asyiiitotenkegels der durch die 
allgeineirie Gleicbung gegebenen Flaclic zweiten Grades mit ein- 



214. Die Bedingung c = 0, unter welcbcr die Fbene 

1,^, + i.^2 + ^3^3 + k^, - 
die Flache = bcriihrL, ist eine Contravariante 
(vgl. ..Kegelschn.", Art. 353. „Vorlesiiiigeii", Art. 92., 03.) vom 
Grade drei in den Coefficienten von 0. Weiin I'iir jeden 
Coefficienten «;i die Summe (ojt + io,*') substiluiert wird, welche 
der BilduDg der System sgleichung I/. + A0' =0 enlspricbl, so 
erballen wir die Bedingung, unter welcber dieseiiie Kbeue eiiie 
Flacbe dieses Systems berutnt; sie ist von der Foiin 

a 4- li _j_ A^/ 4- i^a' = 0, 
wie man binsiclitlich des erstcii und letztcii Gliedes durch die 
Zerlegung der Detcrminaiile 

. -h Ws[' 

, -f- Adjg , 



I + Jl«si' 



ll 






, + la,;, 



nach ihren Snmmandendelerminanten leicht bestatigt, w&brend 
man zugleich dadurch die enlwiclcellen Formen von r nad / erhalt. 

Sie ist in % vom dritten Grade, weil und zum Bevveise dass 
unler den Fliichen eines einfachen Systems mit gemein- 
scbaftlicber Durcbscbnittscurvo drci sind, die eine 
gegebene Ebene beriibren. [Art. 130., f.) 

Die Functionen o, o, t, t' enthalten die Grossen |,, l^. gg, |^ 
im zweiten Grade und die Coefdcienten von Pund Jf im dritten 
Grade und vermittelst derselben kann die Bedingung ausgcdriickt 
werden, unler welclier die Ebene 
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|,a:, + ^^<c^ + I3X3 + |,.r, = 
irgend eiiiis permanente Beziehung zu ilen beideii gegcbeneii 
Fladieii [^ = 0, !/' = iiat; z. B. dass sie tlieselben in Gurven 
u = 0, It = schneiile, welelie durcli solclie project ivische Re- 
lationeii verbunden sind, die durch die CotrticieiiteQ der Discrimi- 
nante von u -\- lu = 0, il. li. (lurch die Invarianten dfts Riiscliela 
von Kegfilsclinilteii ausdrLickbar sind. Wenn wir vtiii 

, + i, + r.- + IV 

die Discriminante nacb A biblen; so erballen nir in dicser Weise 
durch das Verschwinden derselben die Bedingung, iinter wel- 
fiher die Ebene Ijic, -f- . . . = die beiden {''iiichen in 
Curven schneidet, welche ^ich beriihren, oder mit andern 
Worlen die Bedingung, untcr welcher diese Eliene eine Tangenle 
der Schnittcnrve von V = und T/' = entbSl!. Sie ist („Vor- 
lesiingen", Art. 85., 13G.) 

, 4 (3ei - T=) (3<Tr' ^ T^) = (90S- ^ rT')\ 

also in den | vom acliten und in den Coeriicienten von jeder dor 
beiden Gleichungen der Fliiclien vom sechsten Grade. Ebenso driickl 
T = die Bedingung aus, unier welcber die Ebene die 
Klacben in zwei Curven sclineidel, in deren eine ein 
Dreieck eingesclirieben werden kann, welcbe in Bezug 
auf die anderc sicb selbst conjugiert ist; etc. 

Die Gleiclinng <; = kann als die Tangentialgleichung 
der FISche V^O, A. b. als ihre Gteicbung in tetraedrischen 
I'lancoordinalen I,, |j, etc. angesehen werden; ebenso o' = als 
die Tangentialgleicliung von V' = 0. In derselben Weise sind 
dann i ^ 0. t' =:= die Tangentialgleicbungen von Flachen 
zweiten Grades, die zu den Flachen = 0, P' = gewisse 
unveranderliche Bclationen haben. So ist r == die Enveloppe 
einer Ebene, \velche die beiden FIScben stets in Curven scbneidet, 
die zu einander in der eben angefiihrten Beziehung slehen, also 
die Tangenlialgleicbung einer Fladie zweiten Grades, die durcb 
diese Relation cbaraklerisierl ist. Die Discriminante von 

a -\- Ix -\- XH' + A%' = 
ist ebenso die TangentiaJgleiclmng der Dnrcbscbnitts- 
ciirve der Fliicben V = 0, 0' = 0, 
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Man katiii endlicli G ^ als din Gleichung der Reci- 
prolialfiiichft von U = in Bezug auf lUe Fliiclie (Art 127.) 

^.2 + ^^2 _|_ ^^2 + ^^^ = 

aiisclieii unil hat dann in devsellien Art 

4. ir -f iV + AV = 

als die Gkicliung der Rc.ciprokalflache von U-j-lU'^O 
zu belraditen. Da bei Veranderuog von A dieGleicliung V-^W^'^O 
ein System von Fl^clien zweUeii Grades btzeiclinet, welclie durrli 
(line gemeinscliariliche Schnitlcurve gehen, so bpzeidinct (lie Re- 
el prokalgleicbu ng ein Syslem, welches einer gemeinschaniidien 
developpabeln Flacbe eingesclirielen ist, die die Reciprokairorm 
der Curve (? = 0, 0' = ist. Wie jenes ein Ruscbel, so «olJen 
wir dieses Syslem eineSchaar vonFlactien zweilen Grades nennen. 
Die Discriminanle von a + At + ^^' + ^^'^' = Itai^n daher 
ebensowohl als die Tangentialgleicliung der Curve U =-0, U" ^0 
wie als die Gleichung der zu ibr reciproken developpabeln Flacbe 
aogesehen werden; sie ist wie erwahnt vom achten Grade in den 
neuen Veranderlichen und vom sechsten in den Coefficicnten jeder 
der Gleichungen der Fliicben. 

215. Wir konnen zu dem im letzten Artikel betrachteten 
Verfabren das reciprok entsprechende befolgen, Sind o=0, (j'=0 
(lie Gleicbungen der beiden Flacben zweiten Grades in Ebencn- 
coordinaton, so konnen wir die Gleichung in Punk tcoordina ten 
bilden, welche der Systems gleichung c + Ac' = entspricbt. Man 
eliminiert zvi'isclien 

{A,^ + U,^ )^,^ + . . . + 2 (^.,4 + A^;) g,g, + etc. = 
Oder kfirzer 

Aiil,^ + . . . + ^^,M, + . . . = (F 
und diT Gleichung eines behchigcn Puiiktes 

die GrSsse |^, so dass man die Gleicbnng dcs Tangentenkegels 
der Flacbe aus ihra erhSU, und stellt die Bedingung auf, unter 
welcher dieser in ein Paar (zusammenfallender) Ebenen degeneriert; 
sie ist die gesucbte Gleichung in P(ml(t - Coordinaten, und man 
Uann sie in der Form 
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A,„ A„ 


— 


Aga- \i 




A„. \, 




llir an Slelle iltr A,, cli 



A41. Aj,. 
(larstellen. SeUt man cndlicli in ilir 

Wj + "«'), 
SO entivickelt man diesc neteiminaiite diircli Zerlegung in Hire 
Siimmanden nach PoLeiiKen von k in tJtr Form 

jap + ur + I'^r + K^^-^O' = 
und hal in dieser die Gleicljung einur Schaar von Fliiciien 
zweiten Grades in Puiikl-Coordinaten; sie lieruliren 
sammtlicli eiiie gemeinsclianiiclie Developpable, deren 
(aleichung man diircli das Versclminden ilirer Discriminanle aus- 
drfickt, Diesellie isl also mil Unterdruclmng des Faclors ^'■'J"^ 

4 {ZJVT— r"^) {^j'uT — r=) = {^^j'vv — T-ry 

oder 

27^^'i/=t/'^ + 4^'fjr'= -\-^AVT> = T^r^ -\- IS J J' uv'Tr. 

Wlr spredien von ilir weiLer, naclidem wir die liiidting dtr 
Discriminante des Systems 

J'^U + XJT + V^J'T' + AM'^C = 
iind die Bedeutung der in ilir auflrctenden Grossen dfirch Be- 
tracliLung redncierter Gleichungsformen naher lieleiiclitet liaben 
iverden. Wenii beido FlScIien V =^ 0, P" = auf ein sich selbst 
conjiigiertes Tclraeder bczogen sind, so dass die Coeffinenten 
fti)- und Hit' niit unglcichen Indices sammtlicli Null sind, so ver- 
schwinden die Minoren der Discriminanten mit Atisnalime der 
Ilauptniinoren (j.Vorlesungea", Art. 22.) und diese sind" 

^ii ^ "ii''22°3»' -"11 ''^ "22 "33 "44 ' ^'*^-' 
die Tangcnlialgleicbungen der beiden Flaclien sind 

= ^j,'ii^ + A^^%^^ + J.a'la'' + ^„'|,^ = 
imd die Rtsriprolfalgleicliung von 

c + ie' = 
ist, da ancli alle A,y fiir nngltiicliP Indices verscbttindeii, durch 
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=0, 

. -^4.,' + ■t-444 

J. li. mil EiiUvickekmg nacii Polcnzen von i in der Form 

{A^^A^^A^^a:^^ + A^gA^^A^,x.^^ -f- A^^A^A.^^^^' + ■^ii^a'^gsa:/} 

-f A^ {(^2a'^3s'.444+Aa''^44'A-.+^i4''*i-'-^'t3)«^i^+(^3'('-^4'i'-^ii+-)A'j^+et<'--} 

+ i* {^2;'^J3'-^44'«^.' + etc } == 

{largestellt. Die Sul>gtitutton dei oben fui die-i*. ^jt' enlnidiel- 
ten Wftrllie Hefirt aber fui das ab'^olulp t lied der Gleidiung 

und fiir dnn Coellicienkn ion A' tben r 



dagegeu ist der Coeflitieiit \oii A 

^ {«„«„' («>=■««■«., + «.i'«,;«.-, + «..'«,/«ii) «,'+ eCc.} 
und der von i* 

^' {«ll«ll' K2«33"44' + %S«4*"2.' + «44«.2«3;) ^,' + etc-} 

So wie alle Coulravarianten des Systems (e + ^0 = ^ '" 
Function der zwei festen Conlravarianlen r, t' unil von o, o' 

*) Man !iat allgemein fiir die Disoi'iminante 



r quadratiaelieii Foim U von n Variabelii a:,, 
1 A„, A^i, etc. (lie Glelchun^ 



|.rn, vln,, ^,i,, - . . ^«« I 
ilenn die Rntwiclieliinf; liefei't die Pvoducte aweiten Grades der Viiris- 
1>eln in die ersten Minoren iter Reciprokaldeterminaute dor Dlsctimi- 
nante; dieae Letztern Eiiid aber deu Produeten der eiitspreclienilen 
Elemente der Discriminante in die (n- -2)te Fotenz dieser Diar.rimiiiante 
((leinli. 
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aiisgedrucltl werden konncn, lasser sicli alle Covariaiitcn ties 
Systems U + if ^ in FuncUon der beiden Covarianlen T, "t ver- 
biinden mit U, U' nni) den Invariaiilen (Art. 202.] darstellen. 
Die reciproken Selrachtungen zu denen des letzten ■ Ar- 
likels zeigen , dass die Flache zweiten Grades T =' der Ort 
elnes Punktes isl, fur welchen die von ihm den Flaclien U^O, V^O 
omgeschriebenen Kegel in soldier Uezielinng zu einander steJien, 
(lass drei Kanlen des einen beslimmbar slniJ, welche ein in 6e- 
zug auf den andern sich selbst conjugiertes System bilden, und 
drei Tangenlenebenen des zweilen, welche ein in Beziig a«f den 
erslen sich selbst conjugiertes System bilden. 

Man kann an Slelle der Covarianten 7' = 0, 7" = lYu; 
beiden Flacben zweiten Grades S=0, S =Obenutzen (Art. 121 ., 17). 
deren ersle der Ort der in Bezug auf U = genommenen Pole 
der Tangentenelienen von P' ^ iind die zweite der Ort der 
in Bezug auf V = genommenen Pole der Tangentenebenen 
von V=0 ist. Mil Hilfe der kanontsclien Form der Gjeichungcn 
kiinnen die einfacben zwischen S und S' mit T und T bestelicn- 
den Relalionen leicht nachgewiesen werden. Man liat 

^^ '*Sa"s3"44''ll '''^l + "^33*44*' 11 "22 ^2^ "T '*44"ll%2''33 '*'S 
+ a,l«2!''33«44'W = 

und kann T nacU dem oben gegebenen Werthe in der Form 

(ftjjaggW^^fl,! + «33a44«ii02Z + «44«il''az''33 "T" ''^ll"22*33*'44) 

X ("ii's^i* + «22'^2' + etc-) - ("2a«33«44«n'^*i* + etc.] 

darstelleii, d. i. man liat T' = &V' — S, libenso erhalt man 

r= e'u — S'. 

Man erkennt daraus, dass die Flacbi^n V = 0. S' = und 
T=0 cine gem ei nscha ftliche Durcb sell nittscurve besitzen, etc. 

Beisp. 1. Die GleiclinngvonSzeigl, dass die Flacben U=0, U'^0 
inu! S=^0 ein gemeinsames Quodrupel barmonischer Pole besitzeo. Diess 
kann direct geometriscb crwiesen werden, indein wir die Ouruliscbnitlscurve 
vou U^O und ll'=0 betraebten. Die Polarebenen ibrerPunkte sfud die 
Tangenlialebenen von V' = in ibiien und zugleici) Tangenlialebencii 
von 5 = 0, Die Spilzen der Kegel zweiten Grades durch jeiie Curve 
bilden das gemeinsame Quadriipel von U und U', die Erzeugenden jener 
Kegel scbneiden die Curve in Punkten, in denen die Ebenen zu U' sicit 
in einer Geradeii der Gegenfiaclie der Spitzc lin Quadrupel scbneiden: 
d. Ii. es iiegen in diesen Flilcben uuendlicb vlele Geradc, durcb wclclie 
Paare genieinsamer 'rnngenlialebcnen von S und V' gehen, oder dieselben 
enlbalten die doppelt cingescbricbeneii Kegelscbm'lle der gem ei us a men 
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Developpaljein tlieser Lelzlein oiler bildeii das gemeiiisame Quadrupel 



Die Ebcnen dieses Quailrupels sclmeiden lie rUchen V^ 0, S = 
in Kegels chnitlen, welche in Bezug auf den tt hn U i it ^0 polarreci- 
prok sind; seine Kaiileo schneideu diesellien 1 lichen in dreiPunltlepaaren 
von uiialoger Bezieliung. 

NacliArt. 384. iler „Kegelscliii.'' ergiebt s cli latais die Losuog des 
Problems, zu zwei PUchcn zweiLen Grides e nc diitte zu lie- 
stiiniiien, in Bezug auT welche jeue polarreciprolc sind. M;in 
erhalt in deii Ebenen des gemeinsamen Qiiadrupels der gegebeiien Flachen 
je vier Kegeisciinitte, welcbe der gesuchten Flaclie aiigeliSren honnen, 
ill jcder seiner EanLen zwei Punlitepaare, durcb welche sie gelien. Die 
(iber jeuen Kegelschnitlen stehenden Kegel aus der Gegeneckc sind Be- 
rQhrungski'gel der Flilchen langs derselben, die aus jenen Punhlen nacli 
der Gegenltanle gebenden Ebenen Tangential ebenen in denselbcn. Die Zahl 
' der mSglichen Flachen ist aclit.^^) 

Beispiel 2. Man soil den Ort cines Puokles bestiminen, dessen in 
Bezug aufdieFiache P^ genominene Polarebene die Flache I/-j-At/'=0 
berfllirt. 

Wir halien danii in a -\- Iz + iV + k^a = mr ^|, |.^, 1^, |^ 
die DilTerentiale D, , U^, V^, U^ zii substituieren, und lionnen das Re- 
sullat mitteist der Icanonischen Pormen 

i/^a?, -f-iCj -i-x^ T*4 ■ "^ — "ii'*-! ^''2-i^2 nr"sz^:i i^''j4^4 
in function iler Covarianten darstelien. Ilenn dasselbe ist 

^,' + etc. -h I {{a,^ + «33 + «„). V + clc. I 

+ ^' {(«.=«33 + «33"4. + «44%J ^I' + ete.} 

+ ^^ {''2/'3;i«44 a^i^ 4- etc,} = 0, 

jv + I {@u — ^u') + i^ (*t/— r) + A^ {s'u — r> = o. 

Ebenso ist der Ort eines I'unktes, dessen Pularelienen in liezug iiuf 
V' ^ die Flaclie U -\- IV' ^ berflliren, diirgeslellt durcb 

#0' — r' + A {0v' — r) + A* i&v' — Au) + a^ ju' = o. 

Beispiel 3. Han soil den Ort eines Punkles linden, dessen Polar- 
ebcnen in Bezug nuf die Fllcben 0=0, V' = Q ein in Bezug auf 
V -|- W' = conjirgiertes Paar MIden. In derselben Weise, in der die 
Bedingung 

die barmonisch eonjugierle Lage zweier Punltte x, x in Bezug auf die 
Flaclie rr^ ausdrflcktj isL die Bedingung der harmonLich conjugievleii 
Lage zweier Ebenen in Bezug auf diese Fliiclio 

•^liliir + AMi 4- AMi 4- -^441414' = 0. 
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Weiid man (tiess auf den hier vorliegenden Fall anwcmieL, so erbait 
man fflr die kaiioiiische Form 
«j, a;,^ + etc. + A {(«22 + «s3 + a,,) «„^/-^ + elC.} 

oiler i^P' + IT' + A=r + I'^J'U = 0. 

Beispiel i. Han berecline die Discriminaiite von T. 

JjS^^m — J (00' — ^z/)}. 
216. Die Gleichung der zweien Flachen (7=0, V' = 
genieinscharUicii umgescliriebenen developpabein Flacbe 

ist vora achlen Grade in den Veranderlichen und vom zehnlen 
in den CncfrLcieiilen der Gleichung jeder Flache, Indem man 
ill ilii' U = setzt, erketiiit man, dass die developpable Flache 
sicb mit (7 = io der Curve U = 0, T=0 beruhrl und ilass 
sic (liese Flacbe iiberdiess schneideL in deni Diirr.hscbnilt von 

(7=0 und T'^ — 4JU'T= 0. 
Dass die Beriihrungscuive auf einer Flache zweitcn Grades r= 
licgl, die mil 17 = 0, U" =; ein gcmeinsamcs Quadrupel liar- 
muuischer Pole hat, iasst sich auch durch Uebergang zu ciiier 
Gollinearfigur zeigen, in der die eine Ecke des Quadrupeis zum 
gemeinsamen Ccntnim der Flachen gemacht ist. (Vergl. Art. 418,, 14. 
der „Kegelschn.") Der lelzlere Ort reprasenliert, wie wir jetzt 
zeigen woUcn, acht gerade Linien, reelle oder imaginare Er- 
zeugende der Flache zneiten Grades U = 0. 

Was die Beriihrungscurve der developpabeln FlSche mit 
11 = ist, erliennt man leicht; denn der Beruhrungspunkt von 
(7=0 mit einer gemeinschaftlichen Tangentencbene von (7 = 0, 
U' = ist der in Bezug auf f = geiiommene Pol einer Tan- 
geiitenebene von t/' = und daher ein Punkt der Flache S' = 0, 
und wir haben im letzten Artikel bewiesen, dass die Curven 
U=0, S' = 0; r=0, V = idenUscb sind. 

Der Schnilt der developpabeln Flache mit einer der Haupt- 
ebenen 3:4 = nird am ieichtesten gefunden, indem man den 
Enlnickelungsprocess fiir die Gleichung deraelben viiederholt. Die 
gemeinschaftlich umgeschriebene Developpable zu den Flachen 
Xj^ + a;^^ + x^'' -j- a:^^ = 0, 
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ivirtl als Discriminante von 



erhalleii. Wenn man also x^^O macht, so isl «ie in Art. 204., 2. 
die Discriminante das Product von 

ill (lie Discriminante von 



^ + "as 

Um die Letztere ku bilden, differentiiercn wir in Bezug auf 
X und erhaltcn 

" '"' =0. 




und durcli Snbslitulion in die gegebeno Gleictmng das Besullal 

«>, {»„(«„-.„)}*+«,{.„(<.„-.„)}'+«.■,{«.,(«„-«„)}* - 0. 

Der Tragliche Schnitt besleht daher aus einem zweifach 
ziililenden Kegelscbnitt und vier geraden Unien. 

217. Man soil die Bedingnng fitiden, unter der eine 
gegebene gerade Liiiie diircli die Sclinittcurve zweier 
FUchen zwcilen Grades 17 = 0. C = hindurchgebr, 

Angenommen, dass man wie in Art. 80. die Bedingnng ^=0 
gebildet liabe, unler welchcr jene Gerade die I'lacJie lf = be- 
rfihrt, so wird durcb die Substitution ll^^ -j- ^"ii' f"'' "ii. ''^*^- 
dieselbe in 

Q-^-lTt.-]- iV = 
iibergefiibrl. Wenn also die Gerade willliiirlir.b gegeben ist, so 
beslinitnt man durch Anilosung dicser quadratischen Gleicliurtg 
fur A zwei Flaclien , w eiche durch die Cuive P = 0, P' = 
gelien und diese Gerade berUhren. Cebt al>er diese Letzlere 
sclbst diircb die Gurve, so nii'issen beide Flactien zufiammenfalien, 
da die Linie ini Allgemeinen uiir in derajenigen Punlite durch 
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eitie Flaclie iles Systems berOliiL werden kann, no sie die Curve 
U^O. V' = schneidet. Die gesuchte Bedingung Ul dalier 
j['' = 4qq'; sie ist von der zweiteii Ordnung in den Coefficienlen 
jeder der Pliichen uod von der vierten in den Coefficienlen jeder 
der die gerade Linie bestimnienden Ebencn, iind diese gehen in 
den Verbindungen Ijlj' — Ij'la, etc. in sie ein; d. li. die Glei- 
chuiig enthalt im vierten Grade die sechs Coordinaten puc der 
Diirclisdinittslinie bcider Ebenen. 

Die Bedingung je ^ wird erfiillt, wenn die gerade Linie 
diircb beide Fl5chen in Tier Uarmonischen Piinkten gcsclinilten 
wird. Sie stellt also einen Complex zweiten Grades dar, wie geome- 
triscli evident ist; weil die in einer Ebene gelegenen Geraden, 
welclie beide Flachen in harmonisciien Punkteiiaarcn schneiden, 
einen kegeischniU umhiillen. („Kegelschn." Ait. 356.) Wir 
konnen sie audi ableitcn, indcm vrir Tur die Xi in die Gleicbungen 
del riachen V=0, V' = die Subsliiuiion (»»!/i + ws*) voll- 
ziehen und fur die Substitntionsresultale (Art. 75.) 
m'n^-\-2mn Py, -\- n'^U, = 0. m^U; -\- 2mn P,/ -i- fi-^Uj = 
nachArl. 335. der ..liegelscbnitte" die Bedingung der hanuoiiischc^ii 
Theiltmg bilden, nainlicb 

u,j p; + o; u^ = 2 Py, p,j>. 

In dem Falle, in welcliem beide FJacbeu durch Glcichurigen von 
der Form 

„ T-*4-„ i-aj-rt i-sj-n ^2 = 

«l,'iC|^+ «W%^+ «S3'V+ "u^-i' = 
gegeben sind, wahrend die gerade Linie durch |, a;, -j- ■ • - = 0, 
|,'a:^..,=;0dargestelllist, istnach Art. 80. ?=.£«, , 0^2 (l.i^—la^)', 
d. h. die Sunime von sechs Gliedern von dicser Form, wie 
a^jOj^l^ilj' — ^li'lj)*, etc. Alsdann ist 

und man hat 

+ 2Z;(«,,V-«H;«22)(«ll«83'-«.l'«83Kl3l4'-Sa'l4)%i4'-lvV 
+ 2{("ll"« "ll*'44) (*'33"22 «33«2z) 

318. Man soil die Gleichung der developpabein Fiache 
fin den, we Iche durch die Tangent en der Diirchschnitts- 
curve von i; = 0, r = gebildet wird. 
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Wenn wir irgemi einen Punlit in einer Tangents dieser 
Curve betrachten, so geht die Polarcbene tlesseiben in Bezug auf 
V=0 Oder U' =■- uotliweudig durch den Berillirungspiinkt der 
Tangenle, in welcher er liegt; die Durchschniltslinie beidcr 
Polarebenen scbneidet also die Ciirvt U = 0, &"' = 0. Wir ei- 
hallen daher die Glcidiung der fiaglidien Developpabein, indem 
wir in die Bedingung des letzten Art, fur I,, ^j; ^'''" ^i • ^2' ^^''■ 
die DiflerenUak|iiodciiteii (/, . Pj- ^''^- ^i' ^2- *"^' subslituieren ; 
sie ist vom achten Grade in den Variatteln und vom scdisten in 
den Coefficienten jeder Flaclie. Unler Anwendung der kanoniscben 
Form der Gleichungen der Flachen ergiebt sich das Endresultat, 
wie folgt: 

X { {"11(1^4 ~~ "11 "4.1) ("2J"S3 ~ "22 "^33) — ("22'*« — "22 "44) t%l"l1~^''33<*ll'} 
X |[a2i«44 *2S"i4) ('*33''ll — "^33 "ll) l'^ll"22 ~" "ll'^sa) i^S^U ~^yi "iVf 

X 2x^^x^x^x^ = 0. 

Selzen wir in dieser Gleicbung ar^ = 0, so erbalten n'lv eiri 
vollslandiges Quadrat, d. b. jcde der vier Ebenen 
-cj ^ 0, fl^j = 0, x^ = 0, Xi = 
scbneidet die developpable Fliicbe in einer ebenen Curve vierter 
Ordnung, welche eine Doppellinie der Fladie ist.^'') 

Dies ist a priori offenbar, wei! die Symmetrie der Figur es 
bedingi, dass durch jeden Punkt in einer dieser vier Ebenen, 
welcher einer Tangente der Curve U = 0, V = angebSrl, 
auch eine zweite Tangente derselben gehen muss. 

Man kann mit Hilfe der kanoniscben Form das vorige Er- 
gebniss in Function der Covarianten ausdriiclten , und crhalt als 
Gleicbung der betrachteten Develop pabein 

i{&UU' — T'U ~ ^ 0'2] [&j](j'— T U' — J' U'^) 
= {i^VV' —TV — T'V}\ 
Die Curve U^O, C = isl offenbar in dem durch diese 
Gleicbung dargestellten Orte eine DoppeUinie*), wie aucli sonst 

") Man taweiat wio in Art, 111. oder in Art. 51. der „Hoh. Curv.", 
dass fiir l/'ip + Ut^ip + V'x = a!s Gleiohung einer FlSclie die Carve 
(7= r-'=0 eineDoppelcurve in derselben iet und dasH diebeidcnTangential- 
eboiicu in einem Punkte derselben fur m = und w = als enlspreehendo 
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crliaiiiit H'erden kann; uiid der Ort sclineiileL die Fiatlie U = 
iiberdiess in der Liiii« scliler Ordoung, welche die Flacheii P == 
iind T"^ — AJTO' = init eitiander gemein liaben. Ea ist die- 
selbe Linie, die wir schon ini Arl. 216. faiidi'n. 

219, Wifi es dort ausgesproclien ist, so kann leicbt geo- 
melrisch bewiesen werden, dass cine Erzeiigende der Flaciie 
17 = in jpdem (kr aclit DurchschniltspiinlUe der drei Flaclien 
U^O, V' = 0. S' = Oder V = 0, O' = 0, T = audi 
eine Erzeiigende der dcvoloppabeln Flaclie ist tiiid dass dalier 
diese aclit Linien den Ort von der achteii Ordnung bilden, den 
die Gleichungen U = 0, T'^ — iJTV = darstellen. Denn 
da die Fladie S' = der Ort der Pole der Tangenlenehenen 
von U' = in Beziig auf die Flache 17=0 ist, so ist die Tan- 
genlenebenc zu C = in einern dicser aclit Punkte aiich eine 
Tangentenebene zn U =• iind gclit daher durch eine der Er- 
zeugenden von P ^ in dieseni Punkte. Diese Erzengendc ist 
also die Durchschnittslinle der Tangentcnebenen von U = 0, 
V' = und daher aiicb eine Erzeugende dtr fragjiclien deve- 
loppabeln Flucbe. 

220. Die Bereclinung des Art. 218. kann audi in Tolgender 
Weise ausgeirihrt werden: Wenn wir die Bedingung der Beridirung 
einer geraden Linie mil der Flache U^O (Art. 80.) mit der 
Discriininante ^ innUiplicieren, so erhalten viir 

Mii^i' + etc.) {^,,1,'^ + etc.) = Mill,!,' + etc.)^. 

Wir bilden dann die entsprechende Formel fQr die Bedingung, 

unter welclier der Durchschnitt von zwei Polarebenen U-^lU'=0 

bertibrt, niultipliciert mit der Detenninante dieser Flaclie; da- 

diirch linden wir nacb den Beispielen 2 und 3 des Arl. 215. 

{z/D-+ i {&V — JV) + }? (<P(7— T'] + A* (0'jr— T')} X 

{(00' — r") + A i^v' - r) + i^ {®'u' — J'v] + X'^^'i/y 

= (JV -f- IT' + I'^T + X^^Vf ; 

i gtlbn n = Q nnA F = dnrch ti?qi' + tiD^i' + v'x = 

g b n w 1 m t qj i/i', j' als ilen Eeaultaten der Substitdtion der 
C. dm t n d Punkt s in f, ip, %. Indem iiian ^iess auf die obige 
CI hnng a nd rkennt man, daaa die beiden Tangentjalebenen 

du h d 01 h {iV — T'U'}'' = i) ausgedtiiokt werden, wo in T, 
3d Sbttl dr Coordinaten des PunltteB vollzogeii ist. Es 
f II t d b d n Tftngentialebenen in jcdem PuiiUte der Doppol- 

inin nil selbe iat aomit specieller das, was man als eine 
C p d 1 d Fla he beaeichnet. 
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(liess Itesiiltal ist, wie es seiti muss, (lurch 

{J -\- IS -\- }?^' -\- }?& -|- k^J') 
llieilbar unci dcr Ouotieiit ist 

{QUO' — r'ET— ^V"'] + I {put/ — TO — 2'U) 
+ X' [&UU' — TU' — a'J]'^) =-. 0. 

So erkenneii »ir, (lass &VU' ^ T'U -^ -^V"' die Bedingung 
isl, iinler nelclier die Durclisihnitlsliiiie der znei Polareheneii 
die Flache = berulirt, walirend ^UU' =. TV -\- T'U' dii; 
Bedingung ist, unter welclier sie durtli die Flaclien = 0, 
Jj' ^0 liarmoiiiscli gellictit wird. Endllch isl die Gleichung der 
developpabelji Fladie 

4 (@UU' — T'U — zlV"^) {0'DU' — TU' — J'U'') 
= (0UU' ^ TU — T'U'}-. 

221. ilie Gleicliung ax^ + 6y^+ cz^-\-k [a-'+y=+i») = l 
bezeichnel nach Ail. 104. ein System von concentrischen Fiacheii 
zweilen Grades mil gemeinscliariliclicii Ebenen der Kreissclinille. 
Die Form der Gleichung zeigt, dass die Flaclien des fraglii'hen 
Systems die imaginare Curve gemeinschartlich liabcn, in welcher 
die unendlicb Ideine liugel x'^ -\- y'^ -\- z'' = irgend eine unter 
ilineii scliticidct 

Da ferner die Gleichung eines Systems confocalcr Flaclien 
zneitcn Grades 

^ , _ t/^_ 1 ^' „ 1 

it) Tangent! dlcoordiuatcn 

„|! + S,! + Ct? + i (P + ,1 + E>) _ 1 

ist, so ergiebt sicii reciprok, dass ein System von confocalcn 
Flaclien zweiten Grades durch eine gemeinscliaftliclie imaginare 
Develojipable umlidtlt ist (Art. 146.); eine Developpable namlicii, 
welclie dnrcb die Tangenten ebenen irgend einer Flacbe des 
Systems gebildet wird, die je eine der Tangenten des imaginaren 
Ereises im Unendliclien enthallen. 

Wenn man die Discriminantc der Gleichung des Flachen- 
systems in Bezug auf X bildet, so erhalt man die Gleichung 
dieser developpabein Flache; sie ist fiir 6 — c ■^= f, c — a^ g, 
a — b = h die folgende 
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{x'+,-'+z')'t/V+gV+hV—2gbyV—ihfiV--ifgx',') 
+ -ifH,j-h)=c'+2!f{K-^f],' + 2h-'lf-o)z» + 2fifh^3f]xV 
-2i,(jS-3/'')iV-2Ws-34')x>i'+2Jte4~3,")^'2< 
+ 2g{,f-Be)yV-2k(l,r^S,-^,/zi+W-9]'t-l'){l>-f)'fyV 
+ (/-'-e/- W+(s'-6jY«y+(»'-6»%) »'+2ft (ft-SS') xV 
+ 2gh{gh-ir)sV + 2l,f{/,f-Sg')a:V + 2f,l,{t~s)x' 
+ 2g'fKf-l,)g' + 2h'l'g{,^nz'+r's't'-0. 

Aus dieser Gleicliung oder auch me in ArL 202, Itanii ab- 
geleilet werden, dass die Focalkegelschnilte und der iniaginare 
Kreis in iineiidlicher Feme DoppcIIinien in der Placlie sind. 

222, Weiiii = die allgemeine Gleiclimig eiaer Flaclie 
zweiten Grades ht, so et'lialten wir in derselben Art diircl) liildimg 
der Ileuiprokaiforni von o -\- I {^' -\- ■'t' ~\- J') 
^y + IJ [{«„ K, + a,,) - «„^ - a,,' } x' + . . 

-\-2zx (a„«jj — Bi^ajs) + 2 a:y («33«,2 — a^^a^,^ 
+ 2a; {(ojj + flja) a,^ — a,2 a^^ — "i^ng^} 

+ 2 2/ |(«S3 + «u) °24 — "23 "U — «I?«h} 

+ 2 E |(«|i + ajj) «34 — «jj a|4 — «2j n,4 }J 

+ X' {4, (^' + / + ^=) + ^,1 + ^,, + A,,^2 A,^ X 
— 2 A^^y — 2 ^3,, i} + AS = 0, 
fiir J||, ^^j, . . , A^^ als die Elemenle des adjnngier ten Systems 
der Discriminante oder die Minoren derselben nach den Elemeii- 
ten o,[, Bjj, , . . «34. 

Diess ist die Gleichung einer Scliaar von confoealen 
Fiachen und ilire Discriminante in ttuzng anl h reprasentjerl, 
gleich Null geselzt, die im letzteu Arl. betraclitete Developpable. 

Bezeichnen wir die Coeflicienten von i nnd A'' respective 
diirch T und T', so ist r = der Ausdruck fiir den OrL der 
i'unkle, von ivclclien aus drei zu einander rechtwinkligi? Tangen- 
ten an die gegebene Flache zweiten Grades gezogen werdcn 
konnen, mid 3^ = die Gleichiing des OjIcs von Punkten, von 
welchen aus drei zu binander rcclitwinkligr. Tangentenebencn an 
dieselbe gehen. Jener Ort war die Direclorkugel der F!ache. 
(Vergl. Art. 93.) 

3.2 ,,2 

Wcnn man die Gleicliung des Paraboloids p- - -|- 2 z = 

in derselben VVeise bebandelt, so erhiill jnun die Glulchung des 
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Systems der confocalen Flachen in cler Form 

[bx'- + af + 2aH) + l |a;^ + / + 2 (« + 6) i - ..d.) 

iind die sie alle berObrende Devcloppable isl fiir a — b = h 
(lurch (lie Gleichiing aiisgedrCickl 

4 (x' + y^f (n^ + >/' + z'] + 16/*^ {^' + / + z^] {x^ - y^] 
-f 4.Z (x^ + J/') (oa;* + 6y') + 16A'z* + 32A»z* (a;' + ^'J 
+ 24A (6ir^ + «y^) ^^ + {a^ + 67/^ + 8A (6.t^+«j/^) (a:'-y') 
+ 12AV*/* 4- 16 (a + b) hH (a:^ + / + ^*) - VihH {ax'^ + by-') 
-\- 12habz (ar^ — !/^) + 4A^z' («^ + 4«6+6') + 4A^ (&V+ftV) 
-!- 2«M (flic= — %') 4- 4A^«6 (n -|- 6) I + aVA^ == 0. 

Der Ort (!eB Durclischnittspuiiktes von drei zii eiuander recbl- 
w'iiikligen Tangcntenebencn des Paraboloids is t die Ebene 2i^=a+6, 
und der Ort des Scbnittes von did zu einander rechtwinkligen 
Tangenten desselbeii das Umdrehungsparaboloid 

a;» + ;/= + 2 (a + t) ^ — «6 = 0. 

Beispiel. Die Function T, die linke Seite iler Gleicliung der Direc- 
torkugel ist in den Elementen des adjungierten Systems odcr <lcn Coai&- 
cienlen ficr Tangenlialgleichung der FISclic a ■= linear. 

Pur die FlKchenschaar s -\- la' = oder die Fladien zweilen 
Grades, welclie acht gegebene Ebenen beriiliren (Art- 130.), fflr das Syslern 
a -\- Xa -\- jA.6" ^ der Flachen zwelten Grades mit sleben{Art, 131.) 
und das Syslem a ~\- Xe' -\- fiff" -{- W" "^ der Piaclieii mil scchs 
fferaeinsamen Tangenlialebenen wlrd daiier die Funclion Terlialten durch 
lineare Zusammensetiung aus den Functionen T der einzelnen Flachen 
u, a', ff", o"', Man erliennl daraus, dass die Direclorkugeln aller Flachen 
einer Scliaar ein Bflschel bilden A. i. durch einen festen Ivreis gehen oder 
einc gcmeinsame ISadicalebene haben; dass die Directorkugeln der von 
sieijcn festen Ebenen berQhrten Flilclien durch zwei Punkte gelieu, d. Ii. 
eine gemeinsame Itadicalaxe hahen Oder dass ihre Badicalebenen cin 
Itiischel bilden, dass endlicb die IDirectorkugeln aller von secbs Ebenen 
bcriihrten Flichen zweiten Grades eiu gemeinsames Radical centrum und 
eine gemeinsame Orthogonalkngel besilj^cn. In der That folgt das ersle 
geometriscb aus der Eigenschan, dass das Biiscliel der Tangential ebenen 
der FIBchen einer Schaar aus einer festen Geraden ein involute risebes 
BQschel ist und duss dasselbe bd zwei rechtwinkbgcn Paaren aus bulcr 
rcchtwinklrgen Paaren beslehen muss — sobald man diess aiif die Normale 
einer der gegebenen Ebenen durcb ibren Scbnitlpunkl mit zweien der 
Directorkugeln anwendct.") 

Der Salz. von den Mitlelpunkten der Flachen der Schaar in An. 132. 
folgt daraus. Der Satz liefert aber viele Special 131 le ; z, B. fflr das Para- 
boloid der Scbaar, dass die (tadicalebene der Directorkugeln seine Director- 
eboce ist; fiir eine der aclit Ebenen als iinendlicb fern, dass die Director- 
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ebenen der von .sielien fcstcn Glicoen beriihrleu Paraljoloide eiu Biiscliel 
bilden; ferncr, dass die Direclorkugeiii aller der RcgelflSohen iweiteii 
Grades, welchc eine respective zwei Erzeugendc gemeiii halien und ffluf 
respeclive zwei Teste Ebenen benlhreu, ein Bflschel Mlden; dass die Direc- 
lorkugein aller der Kegel Had) en KWeilen Grades, welclic tlasselbe wind- 
scliicre Viereiik entlialteu, mil den fiber den Dlagoualcn desselbeu uls 
Durcbincssern beschriebeuen Kugeln <lenselbeii I{reis eiithaltcn. 

Aehnlich TQr den zweiten und dritten SaiK ; %. B. dass die Director' 
ebeocn der Parabnloide mil sechs gcmdnsamen TaDgeatialebeneu durcli 
eiiien feslcn Pnnkt gehen; dass die Directorkugelii der RegelHSchen zweiteii 
Grades mil eincr gemeinsamun Erzcugendeii und Tier gemeinsamen 
TangentJakbeDeneiiiegemeinscharilichettadiGalaxebabeni und insbesondere, 
dass diess filr die vier fiugein gill, welelie fiber den Verbindungslinien 
der Ecken eines 'fetraeders mlt dcu Schnittpunklen der Gegenflflcben mit 
einerGeraden als Durchmesser beschrieben wcrden; oder dass die Direc- 
torkugeln TOr alle Flilclicn zweileu Grades mil sedis getueinsamen Tan- 
gen ti a lebeti en dasselbe Radicalcentrum baben mil denen der fuiiFzebn, 
vvelche die SchnitUiuien der drei Paare dieser Ebenen bestimnien, 

223. Verschiedene wichlige Eigenschafteii von confocalen 
Flachen sind besondere Falle der Eigenscharten von Fl&clien, 
welche in eiiie gemelnscLaflliclie Developpable eingcschrieben sind. 
Es ist zweckmassig, zuerst die reciproken Eigenschaftcn von 
Systenien auszuspruchen , die eine gemeinscli^riliclie Sclinitlcui've 
besitzen. 

Da die Bedingung, unler welcher eine Flache zweilen 
Grades eine Ebene berfibrt (Ai'U 79.), die Coefflcienten ihrer 
Gleidiung im drilten Grade entMIt, so folgt, dass es unler 
den Flachen eines solchen Syslems mil gemeinscliafllicker Scbnitt- 
curve drci giebt, welclie eine gegebene Ebene beriihren, imd 
reciprok daher, dasa unler den Flachen einea derselben Deve- 
loppabeln eingescbriebenen Systems sLels drei durch einen ge- 
gebenen Punlit gehen. So wie In dem erstercn System durch 
jeden Punkt des Raumes eine Flache, so gebl im letzlern zu 
jeder Ebene des Raumes beriilirend eine Flache. In beiden 
Syslemen exiglieren stets zwei Flachen, welcbe eine gegebene 
Gerade beriihren, da die Bedingung, untrr welcher solcbe Be- 
riihrung slatlflndel (Art. 80.), die OoelHcienlen der Flaclie im 
zweiten Grade enthiill. 

Es ist auch geomelrisch evident, dass nur je drei unter den 
FlSchen zweilen Grades mit gemeinsamer Durchdringungscurve 
von einer gegebeneii Ebene berQbrl werden, weil diese Ebene 
die gemeinsame Curve in vier Punkten schneidet, durch welche 
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alia ihre QuiificIdiiHi miL don riiclteii ties Systems gchen luussen, 
uiid durcli diese nur dreiPaaie i teller oder niclit leeller grader 
Liiiien m6gliLli sind, »ie aie den l>criihrten Flacheii eiitsprechen. 
Da die Benilitungbpunkte aU SrlinitljHinkte der Faare von gera- 
den Linien em Tnpel harinonisiher Pole in Bezug auf alle Kegel- 
scbnille durch die vier Punkte bildcn („Kegelsch." Art. 108, 1.}, 
so sind die \on der Spilze eines der vier Kegel des Systems 
nacii ihnen gehenden Geraden ronjiigierle Ditrdiiiiesser dieses 
Kegels. (Art. 71.) 

224. Wenn eiii System von Flathen zwcHcd Grades durcli 
S -|- A {x^ -|- j/J -|- j') ^ dargestellt wird, so ist der Anfangs- 
punitt der Coordinalen eine der Spttzcii der vier Kegel dcs 
Systems, weil a;^ -j- y^ -j- i' = eiuen Kegel bezeiclmet. Und 
da x^ -\- 1/'^ -\- z'^ ^ auch pine uneiidiich Ideiiie Kugel dai- 
stellt, so sind je drei conjugierte (lurchmesser zu einander reclit- 
vvjnkiig und wir erraliren, dass drei Fiacheo des Systems gefun- 
dcn werden, die eine gegebene Ebene beriihren, und dass die 
Verbindnngslinien ibrer Geruhrungspiinkte mit dem Anfangspunkte 
■iu einander recbtwinklig sind. Weil aber ein Syslem von con- 
centrischen und conToealen Fl&cheu reciprok ist zu einem soldien 
System von der Gleichungsrorm S -\- k {.-c^ + y^ + ^') = 0, so 
erkcunen wir, dass drei confocaie Flacben zweilcn Grades durcb 
cinen Punkl gchen und sich in ilini rechtninklig durcbscbneiden. 

Ferner bilden nach Art. 132. die Polarebenon eines Piinkles 
in Uezug auf ein System von der Gleitliung S -\~l{x'^-\-i/''-\- z''}^=Q 
cin Bi'isciiel, dessen Scbeitelkante uiit dem Anl'angspunkl eine 
Ebene beslimnil, die normal ist zu der Geraden, welche voni 
Anfangspunkt nacb dem gegebenen Pol gelit — wle diess oll'en- 
bar isl I'iir die besondere Flacbe des Systems ic* + ji* -|- i^=0. 
Daher ist reciprok der Orl der Pole einer gegebenen Ebene in 
Bezug auf die Flacbe eines Systems von Coufocalei] cine zu dieser 
Ebene normale Gcrade. 

Beispiel, Wciin dem imeiidJicli fernen iiiiiiginaren Kiigelkreis J in 
einem erslen coliinearen Raum der Kegelsclinilt /, und in einem zweilen 
collinearen Raum der Kegelsclinitt f eutsprichl, so enispiichl aucb der 
diirch J und /[ beslimmtcn develuppabeln Flilclie die durch J' und / be- 
stimmle developpable Flaclic und der jener ersten eingescbriebenen Schaar 
CO n focal er Kliiclien zwei ten Grades die der letztern cingescliriubene Scliaar 
solcher Fladicii. Dadureb wird eine correspoiidicrcnde Zerlegung dor 
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enUnr-Parallelepipeila a 



L g db 

V •! P ^iene 

22 \ sa + ( ^_ ^- 5 ] = (!ie Taii- 

hti S n en tlnclien ist; weiiii 

D 6 n-indet, so stellt die- 

b n D F h g h ler Flachen dar. Man 

hann also die Tangenlialgleichung der Focalkegeiscliiiitte 

einer gegebenen Flache zweiten Grades iinden, indem man X 

aus tier Gleichung 

+ („^, + „^^ + „^^)^n+^^ = 
bestimmt, 

SL-i 

Ta,2 _j_ 6y= + 5j' — 4yi — 4a:;/ + 10^ + % + Gt 4- 4 = 
die Gleichung der Flache, so ist z? == — 972 und die cnbisclie 
Gleichung ist 162;^ _[_ ggi^zJ + JS-l^^ + ^^ == Q; ilire Fac- 
toren sind 

3i+ ^. 6A. + J, 91 + ^, 
d. h. A = 108, 162, 324. Die durcli 6 dividiei-le Tangential- 
gleichung der gegebenen Flache ist 

Man erhalt somit die Tangentialgleithungeii der <lrei Focalkegel- 
schniUe der FlSche, indem man die erslen drei Glieder der lelzl- 
gesclirielienen Gleichung vevandert in 

191' + 10.)' + 7^-. 28g= 4- m- + 16^', 55S' + 46./' + 43£' 
respective. Die PunlUgleichungen derselben werden ebenso wie 
in An.. 212. gefunden a!s durcb die Paare 

•2x-^y-\- £+ w=0, nic'+44,(/'^+ll:'-32(/s+ 2:3:— 40fl;y=0; 
a..^2y-i-2i+5>«=0. 67a:'-(-68y'+83i'-24yi-62!a:-32a:f/=0; 
2ic-f- ^— 2i-i- w=0, 5a;'— 3j^+ 9='+ 2yi-l(5:a:+ 2a-y=0 
dargestelll. 

226. Um in tctranietrischen Eb e nen coord in aten die Gleiciinng 
der Confocalen zu einer gegebenen FlSche zu linden, ist es nolh- 
wendig, die der Gleicbung I' + 'j" + £' = entsprechende 
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270 Neuntes Knpitel. Art. 227. 

Gleichung in solclien tetracdrischcn Ebenencoordinateu zu bildeii, 
0. h. <lie Gleichung, welclie ausdruckt, ila^s der normale Abstand 
eines Punktes von jeder Acs Bedingung genugenden Ebeiie un- 
endlirh gross ist. 

ReprSaentieren ic, = 0, ^^2 = 0, x^=^0, a:, = irgentl 
vier nic.lit durcii densellieii Punltt gclieudii Ebeneii, welchen be- 
zogen aul' ein System rectangularer Asen die Gleichungen 

A' cos j4j -{- 7 cos B^-\- Z cos Cj = p^, etc. 
entsijreclien, so ist der Coerficient von X in 

ix^i + &''■ + fe»3 + i,", - 
gleicli 

g, cos ^1 -\- I2 cos A^ -f" ^3 *^<*s -^3 ~j" ^4 *^os -J4 
und die Summc der Quadrate der Coefficientcn von X, F, Z ist 
durcli 

— 2|jg^cos(a;i;cJ— 25jl4Cos(arja^j)— 2|3|,coB(a;33;4) 
dargeslellt, wann (.-Titcj) den Winkel der Ebenen ar, = 0, icj^O 
darsleilt. Die Gleichsetznng dieses Ausdnicks niit Null reprasen- 
tiert dalier die TangeotJalgleichung des imaginfiren Kreises im 
Uncndlichen. Wenn man also die in den letzten Art. entwickel- 
ten Operalionen unter Eraetzung des Trinoms (|^ + 'J* + £^) 
durch diesen altgemeinen Ausdruck wiederholt, so eriialt man 
zuerst oline Schwierigkeit die Bedingungen, unter denen die all- 
gemeine Gleicliung zweiten Grades in tetraedrisclien PJancoordi- 
naten ein Paraboloid oder eines der beiden rectangularen Hypttr- 
boloide darstellt; ferner die Gleichungen der Orte von Pnnkteii, 
von welchen aus Systeme von je drei zu einander rechtwiokligen 
Tangenten oder Tangentenebenen der Flaclie mJiglich sind; din 
Gleichungen der Focalkegelscbnilte, etc, 

227. In Art. 211. ist bemerkt, dass die Bedingung, luKer 
welcher fiir reehtwinklige Coordinaten zwei Ebenen 

|iK + J^y + £■! = 0, i'x -(- j;'y + fz = 
rechtninklig zu einauder sind, namlich die Bedingung 

ir + m + ?r = 0, 

identiscb isl mit der Bedingung, unter welcher dieselben Ebenen 
in Bezug auf den unendlich entrernlen imaginaren Kreis zu ein- 
ander haroionisch .conjugiert sind. Daraus Colgt, dass die Be- 
dingung der Ortliogonalitiit in tetraedrisclien Coordinaten, abge- 
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Die .iietr)f.c!iei) Relitionen. Art. 228. 271 

leitet als Bedingung der harmunischen Relalion zu deni duixli 
(lie sllgenieine Gleichung dargestelUen iinagiuSren Kreise, erhalten 
wind in tier Form 

+ 1/ {— ||C03(aT,irJ — gjCOsliTjicJ— |jC0s(fl;3fl;J-|-i|j. =0; 
Satze, welclie sicli auf orlliogonale Ebenen bezieben, kaiinen da- 
ber prnjectiviscli generalisiert werden, iiidem man an Stollt; des 
iiiiagiuEiren unendlicb ferneii Kreises irgend einen fesLen Kegvl- 
scbnilt substiluiert ; an Stelle einer Geraden und einer Ebene, 
die zu einander recbtninklig sind, erbalt man so eine Geradfi 
und ebie Ebene, weicbe die Ebene jenes fesLen Keg«ladinills in 
einem Piinkte und einer Geiaden scbneiden, dtL baimoiiiscb con- 
jugiert sind in Bezug anf diesen kegelicbniU d i Pol und Polare 
in Bezug auf denseUien (Veigl KegeKclm ", Ait 378) Man 
Uann die erballenen TlieoiPme sudann nocb » titer geneialisieren, 
indem man an Stelle des Tpsten kegetschnitls eine Flache zweilen 
Grades selzt; die Belalion dei Oi Ibogonalilat zmithen cinei Ge- 
raden und einer Ebene geht dann m die Beziehung einei Linic 
und einer Ebene liber, bei welcher jene iluirh den Pol von 
dieser in Bezug auf die fe'sle Hadie zweiten Giades gebt Je- 
docb sind Tbeoreme, weicbe man so erhalt, damit dllein nichl 
bewiesen, sondern nur eben ) 



Beisp. Jede Tangenlenel>ene unei kiiffel isi mimil 7i R In 
ik'S Berfll) run gsp unities. 

Jeder ehene ScIidlII einei riilclie zwejteu diides wii 1 duicl euie 
Tungeiitenebeiie derselben und duicii die Gerade, welclie den Berflliruitgs 
punkt derselben mit dem Pol dei Sclinittebene lu Be^ug auf sie verlj ndel, 
iu einer Geradeit und einem Punkte gesclmitten, welche in Be^ug auf dm 
Polare und Pol sind. 

228. Die Tangentialglcichnug einei- Kugel fiir ein 
recbLninkliges Coordinalensystein scbreibt man am eiiifaclislen 
als Ausdruck der Bedingung, unLer welcher jede Tangen ten ebene 
vom Centrum constante Entfernung Iiat; also fiir r als den Halb- 
niesser und x', y, z' als Coordinaten des Centrums in der Form 
(ii- + ,y + £,• + „)» = r' (p + ,' + ('). 

Wenn dann x,', a;,', ic,', x.' die Coordinaten des Centrums 
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272 Ncimtes Knpltel. Art- 22'J. 

einer Kugel sind, sn muss die TatigenLialgleichung der Kugel in 
tetraedrischen Coordinate!! |,, Ij; I3, I4 seiii 

= r^ {1,^ + I,' + |3^ + ^V - 21,1, cos {a:,^,] - etc.} . 
Wenn die Kugel insbesondere die vier Ebeneii x, = 0, etc. 
Iieriilirt. so mftssen die Coefficienlen von ^,*, y. 1^', g^^ ver- 
achwinflen iind die Tangentialgieicliung einer solelien Kugel mu'^s 
dalier die Form halen 

(li±l.li-|,i±W'=^i' + ^,' + ^.' + ^r-2^i^.<:os(^,a^2)-*^'c. 
E U (11 111 I I 1 ri I en eiiies Te- 

t 1 b I 1 ] b nd II Z icben posiliv 

not 1 It m t) T ng nt I I I ung I n escbriebenen 
K gl 

5 1 ( )+ S ( )-f- I ^k.^,) 

+ I ( ) + is ( ) + sg -i(^j^.)=o 

A\ m uhlRplIll I Idet und ibe 

C rr d Gl I g 1 1 c „ C31 ''e- 

In t I It I t [ I I r klgliicbiing in 

d r n (A 08 ) 

+ + + "2.«1.^4^ 

+ ( - ~ )( X -\- ) 

+ (--)( + ) 

+ ( - - ) ( + 1 = 0. 

29 D Gl 1 n I n 11 T t I umgescliriebenen 

t g I I n fit f I d A t 1 Iten werdeii : 

Seien A,, k^. h^, h^ die den vier Seitenflacben des Telraeders 
-Cj = 0, ic.; ^ 0, .Ta==0, 3:^ = entsprecbenden H^lion des- 
sclben, nnd erinneni viiv, dass fur ein ebenes Dreieck A^ A,^ A^ 
mit den Hohen A,, h^, h^ die Gieichung des umgfisrbriebeneii 
Kreises in der Form gescbriebeii werden kann 

sohald die Xi ais die senkrecbten Abslande von den Seiten auf- 
gefassl werden. Offenbar ist aber ffir einen Punkl in der Fliichc 
x^ = (i das Verlialtniss x^:p^ dasselbe, ob wir a:, und p^ als 
Normalen in der Ebene a;, = oder aiif die Linie x^ =x^ = (i 
bel.rachten, Wir sind also dazu geffibrl. die Gleichuiig der urn- 
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Dill Gleicliiing lie.' Kiigel. Art. '229. 
geschrieliencii Kugel in tier Form 



+ ft,A, '^^^^ + h,k, ^'''' 
mi schreibni, wclclie eine Flache zweiten Grades lui/eitbufit, 
deren Schiiitl mil jeder der Fimdamcnlalebencn der dem ciU- 
spreclieiiiJeii Drcieck umschriebene Kieis ht. 

Wen II man diese Gleichung in recJiLwinkllge Carlesische 
Coorilinalen iiberrillirt, so ergeben sich die Cocfficienlen von 
x'-^, y"^ und z^ gleich der negativen Einlieit. Wenn wir also die 
Ccordiiiaten eines Punltles in dieselbe einseUen, so eriialten wir das 
QitadraL der von ilim an die Kugei gelienden Tangente. 

Ziisatz. Das Quadrat der EDtferniing zwisclieii den MiUcl- 
l)unkten der eingescbriobenen und der umgeschriebenen Kugein ist 

Dip GleiU \m„ einer f)eliebigen Kugel Itann von der Gleich- 
ung dei deiu Fundamentaltetiaedei utnschitebenen Kugel nur in 
den Gliedein torn eisten Giade abneichen iieUliL ion der Form 
hem muvsen 






in wclchei dei zweite 1 attoi gleitb Null geseUt die unendlicb 
feme Cbene repiasenlitrt \\enn »ir also zui GIticIiung des 
lelzten Ail. das I toducl dieser beiden lacloien addaicn und die 
Summe init der aiigemeineu Gleichung zweiten Grades idenU- 
Gcieren, so eihalten wir durcb Elimination der eingefiibrten Con- 
slanten die itedingungen, unler denen die allgemeine Gleichung 
zweiten Grades anic,' + etc- = in den xi eine Kugel aus- 
drjickt; niimlicb 

"aaV + "aA*^ — '^'^lA^hJh „ "n^^ ' + (^w'h^ — ^ "nh '^i 

__f<i,/<i^ + «22V — 2a,5A|^._, _ g||V-|-a^^V — 2a|^A,A.| 

~a7.a,'- Xa:^ 
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274 Neuiites Kai.itfil. Ai-1. 330. 

230. Es ist iiii Art. 214. gezeigt vvorden, diias man in der 
Bedingung, unter welcher die Ebene k^a:i-\''^^X2-\-'i^x^-i-^,x^ = 
die Flaclie i7 + A (7' = beriilirt, eine Gleicliung drillen Grades 
in i erhalL, deren C.oefficienten (Jie Invarianten /^, <d', &, & dor 
SchniUe jener Ebene mil den beiden Fl&chen U =0 und V = 
sind. Wenn man nun Hir eine Curve zweitun Grades iind das 
Paar der uuendlidi fernen imaginSren Kreisjumklc ibrer Ebene 
die Invarianten und &' bildct, so isl @ = die Bedingung, 
unter welcher der belrachlete Kegelschnitt eine Parabel und 
6' = die Bedingung, unter ivelcher er eine gleicliseitige Hjper- 
hel ist; ,es ist endlich ®"' = 4® die Bedingung, unter welcber 
der Kegelschnilt durch jeden von den iniaginaren Kreispunlden 
im Unendiichen geht, d. i. unter der er eiii Kreis ist. 

Wenn wir diese Principien anf die Gleicbiing einer FlScbe 
zweiten Grades in recblwinliligen Coordinaten und auf die Gleichung 
1^ + 5)' + J^ = des imagin5ren Kreises im Unendlichen an- 
wenden, so erbalten wir ats Bedingung @ == 0^ unter welcher 
ein ebener Schnilt eine Parabel ist 

+ 2 («„«,, - a,, a,,) ,,? + 2 (a,,a,, ~ a,,a,,) U 

+ 2 («23 0,s — a^^'iii) i.v =^ 0; 
und fiir die Bedingung 0' = 0, unler welclier lii'rsoilie finis 
gleichseitige HypprJiel isl, 

{"2-2 + «03) S' + K + «n) V -h («„ + "2.) ?• 
— 2 «j, ., f - 2 «,3 1^-- 2 fl,, I n ^ 0; 

walirend fiC* = 4 (^^4" ^f + ?) die Bedingung iat, unler 
welcher die Ebene durcli einen der vier Punlite gehl, die im 
UncndiiclLen einer Kngel mit der Flaehe zweiten Grades ge- 
meinsam sind. 

231. Wir wissen aus der Tljeorie der Kegelscbnitte , dass 
I'iir e = als die Gleichung eines Kegelscbniltes in Liniencoor- 
dinaten und a' = als die enlsprechende Gleicbung der Kreis- 
punkte im Unendlichen seiner Ebene c -j- Ac' := die Gleichung 
eines confocalen Kegelschnitts in Liniencoordioalen ist. 

Nun ist die Tangentialgleicbung des Punlitepaares, in wel- 
diem der imaglniire Kreis |* + ij^ + £' ^= von der Ebene 
r^ + .{y + t'z + m',v = 
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.nici I!rRiininiiikl.r ehpnor Sclmittc ^Ait. 2:il, 275 

geschnitten wird, 

(|'2 + ^n + g'a) (|s + 1)5 + ^1) - {i^ + ,,,,' + 'zfY =- 0, 
und die Toogentialgleidiiiiig allcr zu dom Sclmitt von 

Sx + ,■[„ + (, + «'=■» 
mil der l'l:ir,lie 

conTncalen Kegelschnittc i^t dalier 

+ r^ {(«3,a44i'' + «««hV^ + «„««"^) + Mr^ + n"")) 

- 2 C«2i«44 + ^) n'£l - 2 («33a,, + i) I'^'l,; 

- 2 «jja33rw'l<o - 2 «,3«,ii;'m'-,,«) — 2«i,a,jvT-'?f — 0. 

VVeriii man nacU den gewolinlichen Rcgeiti die Recipi'dlie 
dieser GleiRliiiiig bildet, so erhalt man sie uls diiK ProdiinL <!i'k 
Qiiadi'ats voq (^a; -|- ij'y + T^ + <»'«') in 

MO c=0 liii! Bedingiing ansdruckt, unter der die Ebene (g', ij', f', la') 
iggb ni tGdIilt und 0', dieselbo 

It I I t 1 b Itt Atl I. Indem man den 

I h t ! I t I 1 N II etzt, erlialt man die- 

] % ^^ th I lid Tangeotialgleicliungen 

IB p It d f gl I b «! 1 nines entspreohen. 

L p II ^ HID plii Schiiilles von 
i -{- y — 4 -)-l=Orat -|-y-}- =0 bestimmen, 

B GI 1 f i I 8 r 1 I 3i + 2i= IG, so dass 

i= l=_}tDGIIglAt kels ffir !' = •(/ = J' 
- ] 1 1 rf 8 I W II 3,, «,„ ist 

5 (- J + 21) -|_ 2i ? + ( + 2i) e — 16m2 _ 2 (4 + A) i?f 

- (1 + A) £? + (4 - A) h = 0, 
1 f A = 9 p II ( _}_ 2 J _ 3f) _ 16«.2 ^ 0, <l. Ij. die 

I dtdB p[l p[ gll +i^, +i. +4- fer 
1 Wll A8ll-Im ii B I ikte. 

B p I'i a II I I B p lite aller Centralschntlte 
1 Ha I I G d -|_ fty ^ + 1 = Ijcstimmeii. 

II m = t w 1 I CI i j, far 1 getundemvie tolgt: 

J- J L +_^_o 

+ l^ b -{- l^ + I 

H Hlf d Rl d a T g I Igl luugderBrennpunkleauf 

{_%_j_^m_\_t_\ __* S + l' + "^i^ ,p _ o 
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reduc c I nd 1 e Too d len 1 B en p kLe I doiier 

Wenn nau us dp e sle I e We chunge fu ;', £' aiifliisl iind in 

die Ole cl UDg fQ A subst tu c t so e I It n 

(« ' + 6^ + ) + i(j:^+ , +^^)=^0; 
die Auftosu ^ der lelzten GIp hu g fu I u I S I atitution in den Aus- 
druck fur v g ebt e II cl 1 e 61e hung d 3 C le 

( +/+ ')[»» {(«-»»' + 1 -«)«■}■' + 

c„,j' m-c)z'+ [h-a] x' }i + «S.' {(c-«) x' + [c^t] f Y 

= »'{(.-»)!,= +(»-.)«>} 

{ (4-0) j' + (i-o) i'} { (c— «) i' + (e-li) ,f): 

tier Ort ist also eiiic Flaclie acbler Ordnung, die das Ceiilrum der PISche 
zweilen Grades ^M einera vielfaclien (eFachen) Pflnkle hat. Die linlie Seiie 
der Gieicliung lianii in der einfaclieren Form 

(«*' + ./' + !') («t' + W- + «»'){« (» - 'fyV + 6 (c - o)' tV 

gescbrieben wenlen. Die Tang eu len ebenen im vielfuclieu Centmlpunkt 
bilden 3 Paare, ¥0n denen eiiies, ilas der cycllsclien Ebenen der Flacbe 
zweilen Grades, allein reel! isl. Die Axen der Piadie zweiten Grades sind 
doppelte und isolirle Gerade in der Fiache und sie enlhait dberdies noch 
eine andere i{DagiD3re Gerade. Jede cyclisciie Ebenc schneidet sic nach 
einer doppellen und zivei dreifaclien gersden LiDJen. Die FlSche hat drei 
asvDiptotische Kegel, dereii eiuen nus dem Centrum uber dem imagiuSren 
unendlich entfernteu Kreise, deii >!weiten als den Asymptotetikegel der 
PISche zweiten Grades, und den dritleu als eineii Kegel vierten Grades, 
fur welcheu die Axen Doppelerzeugende sind, beide lelzteren reell in dem 
FalJe der Hypej'boloide.^^) 

Beispiel 3. Han soil deu Orl der Brennpimlile der zu einer Axe der 
FIfiche paralJelen Sclwilte besEimmeii (z, B. |' ^ 0). 

Die Gieicliung, vvelcbo in dresem Falle in Factoren Kerfallejt 

P {(■! + ») V= + (6 + 1) r- + S~'>} +,'{(. + 1) £■' + «»■'} 

+ f {(« + i) v + 'if- > + »>=« ic'r + sn- 2 (o+mT-riS 

— ^carfmijO) — 2abi'm^(o =^ ; 
niul die Itedingiing der Zerlegbarkeit 

(« + A) [bp + en"") + abcco"' = 0. 
Dieser Bcdiugung unlerworfeu wird die Gieichuiig 

Mi+i)!'" + '' '"' + '' + " f'' + """I- It+ ¥+ "i!' 
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Theoiii! der metriselien Relatioiicn. Art. 232- 277 

SO dass Tj = bij, ^ ^ cz, am' ^ {a -{^ ijm hi und diircli SubslHulion 
dieser Wen he in ilie Bedingungsgleicbung (a-j-i) w'^-i-acz^-\-aby''^0 
erhallen wird. Km erliHlt ulso endlicli durch Substitution in 

be (a + A) a-^ = (c + A) v"' + (^ + ^) T'^ + bcm^ 

die filcichung des vei'langlen Ortes 

OfTenljar liiinneii die Methoden diesei' Jelzlen Artilie) direct niif (Sleiciiuti- 
gen in letraedrischen Coordiiiaten angewendet werden. 

232. Die in den Art. 366—373. der „Kegelsclm." entwickelte 
Theorie der inelrisdien Relationen uberlragt sicli naliiigemSfis aus 
der Ebetie mid ilemilii- entspiechendenStrableiibundelJiidenRiiuni. 
DerabsoluleKegcischnittrordei'teine absolute Flacliezweiten Grades. 
Jede Gerade als Punklreibe bestimmt mit ilir zwei Schiiittpunkte 
und fiir irgeud znei Punkle in derselben, die von diesen ver- 
suhiedea sind, ist die Dlstanz durcb daa Doppelverlialtniss be- 
stiniDit, welches sie mit jenen liefein {a. a. 0. Arl. 368); jede 
Gerade als Ebenenbiiscbel zwei Tangentenebeuen, deren Doppet- 
verbfiitniss mit irgend zwei Ebenen ilires Biiscbels die Distans 
d. i. den Winkel dieser Letzteren liefert. Die DeJinition des 
Kreises a, a. 0. (Arl. 370.) giebt die Definition der Kugel als einer 
die absolute FISclie nacb einem ebeiieu Quersclinitt berOhrenden 
Flache zweiten Grades; der Pol dieser Ebene in Bezug auf die- 
selbe ist das Ceutrutn der Kugel. 

Dtejenigen linearen Transform a lioneti des Raumcs, durch 
welche die absolute Flache so in sich selbst ubergeht, dass die 
beideu Systems ibrer Geraden umgeanderl bleiben, entsprechen 
den sechsfach unendlicb vielen Bewegongen des Raumes; sie . 
lassen die MaassverliSllnisse ungeSndert. Wenn die Xj durch neue 
Variable Xi erseEzt werden, die in linearer Abhfingigkeit von ihnen 
stehen, so kann nach Art. 40., 1. diese Abbangigkeit durch Be- 
ziehting auf das Telraeder der sicb selbst entsprechenden PtinlUe 
in die einfache Form xi ^ OiXi gesetzt vterden, und eine FISche 

zweilen Grades a^^x^'^ +,..-{- Souar^'a^j' + = 

geht iiber in aj^Oi^Xi^ + . . . + 2«ija,«jic,a'j + = 

und beide sind idenlisch, wenn man hat aaaian ^ past, was mit 
imabhangigen a^ nur moglich Ist fur an = 0; sotlen dann elwa 
a, 3 , tt^^ nicbt Null sein, so muss a^a^ = a^a^ sein und 
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(.tier tlie Fl&che ist 2(a,3a:ia;3 + ajjiCjicJ = 0. Die Erzeugeo- 
den yon x-^Xg -\- x^x^^O sind nach Art. 109. das eine System 
(lurch w^ -\- 1x2 = 0, ie4 — Xx^ = uiid das aiidere durcU 
a;, + t.x^ ^ 0, X2 — iicg = ausgedruclit; man sieht, dass 
sie bei der gewahlten Transformation iingeandert bleibeii. Fiir 
die Transformation x/'^UfX^, x^=^a.^x.^, x^=a^x^, x',i^==a^x^ 
gehl dagegen das erne System deiseliien ui dJS dndfic ubei 
Die Delerminanti. dei bubstitulion I'-l im eisten Fallt dem posi 
ti?en im andern Falle dim nej,ati¥Pn Pioducle del a, gleidn 
Die seclisfacii iinendtiche Viclfaclilieit lehen nii in doi ^illkui 
hchkeit des CinheilpunKles und 111 der Stchszahl dei Hindscliicrcii 
^ipreclie ills den Kintm d ■? Fund imentdl fitiaeders aiisge 
diiickl 

In Ik^iip ul die leellen Elemiiile de* Raumts iihaltuiHir 
ntsentlitlie VHscliiedeiihcilcn dei Mids i)c&Umraung |ena liifiii 
nil die absolute Fhilie tU imagmir odei ah leell und im leizlcin 
I alle jeiiacbdem nu sie aU i!s Reoelfliche oder iK Nuliliegel 
flaclie toiaiiaoelzen Die Ahassbe^limmiiii^ fni die imagiiiaie 
abtiolute Flaclie ist in Ueberemstimmiing mit dei dej ellipliscben 
Geometiie die ^ inkelbumme jedes Biischels und die lange jedei 
Geraden ist eine endliclieGrdsse; fur eine reelleNiciitregelftacheerhalt 
man im Innern derselben die Maassbesliinmung der hyperboliscbeii 
Geometrie und das Aeussere ist dureh Bewegungen unerreichbar. 
Die Geometrie des Maasses ffir eine reelle Itegelfl^clie als absolut 
ist uneiitwickell, 

Wenn die absolute Fi^cbe in einen imaginaren Kegelscbnill 
degeneriert, so erhalten wir die Maassbestiinmung der parabolischen 
oder Euiilideischen Geometrie, endfiche Winlielsumme im Busdiol 
und ein uneudlicb ferner PunkF in der Geraden. Die vorbezeidi- 
ueten Unearen Transform a lion en gehen in die Bevvegungen des 
Kaumes im gevvdbniidien Sinne fiber, bei denen das Absolute, 
der imaginSre Kugelkreis der uneiidlidi fernen Ebene ungeandcrt 
bleibt.") 

233. Wenn vier Ftaclien zweilen Grades gegebeii 
sind, so ist der Or t eines Fun lite s, d ess en Colarebenen 
ill Bezug auf dieselben sicli in eiiiem Funkle scbneideii, 
eine Flache, welche als die Jacobi'sche Flache des 
Systems bczeichnct werden kaun. 
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.IaOo!ii'soli« Fl.'ichi! (las Gebikle^ diitter Stiife, Arl. S3y, 279 

Henii man hat zur Biltlaiig der Gleicliuiig dieses Orles zwi- 
scheii den Gleichungt^n (\er vier Polarebenen in Beziig auf die 
Flaclien, 

(7 = 0, r = 0, O" = 0, r;'"=0 also zwischen 
U,x, + (7ja;j + (f^a^g + y^a:^ = 0, 

(lie o.'^, ii^i;, 3^3, x^ zu eliminteren uiid erhalt als Ausdriick ilos 
Ortes das Versehwinden dec Delerminaiite ^ + f , P?' P 3" I^^ '"- 
tl. i. dcr Jacobi'seiien Fiinctionaldeteriiiinanle des Systems der 
riacliengleiuhuiigen, (Vergl. „Kegelsclin." Art. 360.) 

Der fragliclic Ort ist also eine Flachu vierter Ordniing, lis 
isl oH'enbar, dass, wenn die Polaren eines beliebigen Piinltles iti 
Hezug auf die wer Fiacheii fr=0, i/ = 0, (7" = 0, (/'" = 
sich in einem Pniikli! schneiden, die Poiare in Bezug auf 
iP 4- fii/ -j- vlf' 4- nV" = diirch denselben Punlil geheii 
wird. Die Jacolii'scbe FISdie des Systems ist aucb der Ort aller 
der Punltle, welche die Scbeitel der Kegel zweiten Grades sind, 
die das '^^,tem kU -^ ^^-{-tn" + mU'" = enlbalt 

Deslialb i-.t dei Ort dir Scheilel allei Kigel zweiten <,rad.s 
welche durcli 'scths gegebene Pitnkte geben erne liacbe vieiLci 
Ordniing denn fnr i =0 U = Z7 =0 P =0 als die Giei 
chungenion viei Fliicliefiznei ten Grades nddie dtiichsie hmdunh 
gehen, kann jede andne riache zvieitin Glades, weklie sie enlliall 
ilurcb XV -{- !*V + vJJ -\- nU =0 daigestellt «eideii als 
welclie die diei uiiabbangigen Conslanten enEhalt die zut tull 
standigen Be'^limmung dei Ilache iiothwendig sind Es 1st geo 
metrisdi evident dT-<! die^e Fiache iieilei Ordniing aiich dutch 
jede der funfzihn ^eraden Veibinduiig'^lmipn dei ^egebcnen Piinkti. 
uiid durch jidt dei zehn Geraden {,eht in ^lelcben sicb die duidi 
je drei jenei PunktL bestinimtLii Cbeneii stiineidt n Mil zcigl audi 
leicht, dass die diiidi jene sechs Piiiikte hestimmte (line diiltci 
Ordnung in ihi liegt 

Wenn die Gleicbung IU+jaI +1 JT + nf/ =Uzmci I be- 
iien darstellen kann 10 hegt die Dtii(,lisibiiillt>linie der^clhen in 
der Jacobi'sdien Fladie. 

Habeii die vicr gegebenen FiJidien eiii geiiieinsarnes sidi 
selbst conjiigiertes Tetraeder, so reduciri sich die Jacobi'sehe 
FI5chc derseiben anf die Griippc von vier Ebenen, welche dasselbe 



y Google 



280 Neuntea Kapitel. Avt. 334. 

hiiden; derm darin sind die Gleiclmtigen dor vier Flachen von 
der Form 

die Dilferynliale, P, = «i[.^| etc. und die Jacobi'sctie Deteriiiiuanle 
wird 

Wenii eine <ler Functionen V das voUstandige Quadrat eines 
lineareii Factors L ware, so isl L ein Factor in den Differciitialen 
derselbeii und soroit besteht die Jacobi'sche Flache aus einer 
Ebene und einer Flaclie dritten Grades. Wenn die vier gegebenen 
Flachen yier Punltte in einer Ebene gemein liaben, so ist geo- 
ntetiisch evident, (lass diese Ebene ein Thetl der Jacobi'schen 
FiSche ist. Haben sie aber sammtlich eine ebene Schnillcurve 
gemein, so zahll die Ebene derseiben doppelt in der Jacobi'schen 
Flache und dicsc hcstebt aus ibr und einer Flache zweiten Grades, 
welche jenen enlliaJt. Datum ist die Jacobi'sclic Flache von vier 
Kugein eine Kugel, welche die gegebeucu iiberall rechtwinkiig 
durchsclineidet. (Vergl. „liegeisclin." Art. 355.) 

Wenn eine FlSche des Systems lU + l''V' + i'P" = die 
FlSche V'" = beriShrt, so isl der BerubrungspunlU nolliwenJig 
ein Punl{t des bier belrachteten Ortes und Itann daher niir in 
der Curve liegen, nelche die FlSche U'" = mit der Jacobi'schen 
Flache des Systems genieinsam hat. Wenn ferner eine Flache 
des Systems XU-\-ti.U'^0 die Durclisclinitlscurve von 0" = 
und U'" = beruhrt, d. h. wenn in einem der Punlite, wo 
W -i- fiU' = die Curve V" = 0. V" = schneidet, die Tan- 
genlenebene der ersten Flache die Durchschniltslinie der Tangen- 
tenebenen der beiden letzten FISchen entlililt, so ist der Berfdi- 
ruitgspunkt ofFcnbar ein Punlil in der Jacobi'schen Flache des 
Systems. Es existieren daher secbzehn Fliicben vom System 
XV + (tV == 0. welche die Curve V" = 0, V'" = beruhren; 
denn die Jacobi'sche Flache der vierten Ordnung schneidet die 
Scbnittcurve zweier Flachen zweiter Ordnnng in secbzehn Punk- 
ten. (Vergl. a. a. 0. Art. 360.) 

234. Wenn drei Flachen zweiten Grades gcgeben 
sind, so ist der Or t eines Pnnktes, dessenPolarebenen 
in Bezug aufdiesclben einBuschei bilden, eine Curve 
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Die Jacobi'aehe Cm 



6 F!SchenbiiiHlels, 



sechstor Ordnu 
sellten genaiint wird, 

Detin ein solcher PuDkt muss durch 

zeitig die vier Gleichungen befriedigen, 



die die Jacobi'sctie Curve der- 



eine Coordinate!! gleich- 
H'elche aiis dem System 



II V, 



JL 



(7, 



^4 



I K. K' K' ^i\ 

durcl!Gleiciiselziiiig derNiilI mil einerdervierdurch U!!te!'drucUung 
einer Verticalreihe zii bildenden Deter minantei! eiitsteht; und ein 
solches System reprasenliert eine Curve sechsler Ordnung, weil 
die beiden Fiachen dritter Ordnung 



= 0, v; , v^', f/ 



die dunih das System 

I! v., V.' , u," 



= (Art. 134.) 



Husgedruckte Curve dritter Ordnung gemein babeii, die den iibrigen 
Fiachen dritte( Ordnung nichl angehort, unj daber mil diesen 
nur eine Curve seclister Ordnung gemein baben iiilnnen. 

Die Punkte dieserCtirve bebalten ibre Bedeiituug 
fur alle Pliicben zwei ten Grades, welcbe durch die Glei- 
cbiing (7+l(/' + ft(;"=0au3driic!ibarsind. {Art. 131.; 135.) 

Sie isi auch der Ort der Spitzen der Kegel, welcbe diesem 
Bundel oder Netz von Fiachen angebOren; ein solcher Punkt bat 
Ciir alle FIScben eines Biischels, zu welcheni setn Kegel gehort, 
die Gegenebene des beziiglichen sicb selbst conjugierten Tetrae- 
ders zur Polarebene und dieselbe erzeugt fiir alle solche Buscbel 
das Polar ebenen buscbel des Satzes. 

Dieselbe Curve liegt auf alien den dreifacb unendlicb vieleii 
Pl&cben dritter Ordnung, welcbe den Ebenen des Raumes ats 
Orte der conjugiert harmonischen ibrer Punkte (Art. 135.) ent- 
sprecben. Die Jacobi'sche Deterniinante von vier von einander 
unabh9ngigen Flitcben dieses Gebildes dritter Stufe druckt gleicb 
Null gesetzt, eine Re^elflacbe acbten Grades aus, welche 
von den Scbeitelka nten aller solcher Polarebenen- 
buscbel erfiillt wird^s). 



yGoosle 



Selztinail i;±V,V^'U^"^i = i,F -j- ^^ F -{- ^^ F -\- '^^ F, 
so findet man ihre Gleiohung in der Form 

(II m (8) m 
X + i^, F^ Fg #1 = 0. 

Die Ebenen der sich selbst conjiigierteii Tclratdur der iin NcU 
cnllialteneii Biisclicl von FlScheii zireitrn Grades sind die Tangen- 
lialebenen dieser FISche. 

235. Sowie die BetracliUmgen diii- friiJiereii Art. von dor 
Invarianlen-Nalur der Coeriicienleii in der Discriminunte von 
y-}-l(7' = ausgingen, so kann eine andere Rcihe von Ent- 
ivickelungen an die Discriminante von lU -{- ftU' -\- vO":^0 
geliiiiipft vverden; die Coeffleienten der versthiedenen Potenzen 
von X, ft, V sind InvariantL'ii des Systems. Unter ilmen sind zwei, 
welche eine besondere AufmerksamUeit verdienen, insorern sie 
audi Invarianlen von irgend dreien iinler den Fliiclien dos Syslems 
XU -\- fiU' -\- vV" =^ Oder Combinanteu sind. Wir wollon 
sie durcli / und J bezeichnen. 

Die Invariante I verschwindel immer, wenii vier 
von dRnSchnittpnnkleii der Flachen U=0, I/'=0, V"=0 
in einer Ebene liegen, oder in andereii Woi'len, weiin es 
mdglich ist, Werlhe von A, ft, v zu beslinimen, fur welclie 
XV -^ ttV -\- vV" = der Ausdruck zweier Ebenen isl, Wenii 
wir, wie iin Art. 141., die Gieichiingen der Flachen in der Form 



r = ( 


,.,' + a,^,' + .,«,' + .,<- + a,x,', 


[ = 


, ",' + <;■',' + <",' + «.v + «;% 


u = 


, > + <v + <V + «.'V + «>' 



schreiben wo a-j + % + 3:3 + a:^ + a^j ^ ist, so ist zu zei- 
gen, dass 1 dis Pi luct dor zebu Delerminanteii {a^ a./ a.^"}, etc. ist. 
Deun es i.t (.. « «,') .t,^ + («, < af) x,^ + {a,a^a{) ;r,^=. 
eine FlacI e des Systems XU -^ ^V -{■ vV" ^0, welclie sieh aul' 
das Svstein zweiei Ebenen reduciert, sobald eine der Deti'rmi- 
nanten {a^ a a^ } verschwindet. Daher ist I von der zehnteu 
Ordnunp ni len Coeflicienten von jedcr der Flaclicn. Eben diess 
kann auch m folgender Weise eiiigeseheii werden: Sind (7=0, 
I/'=.0 V =0 (/" = 0, vior FlScben zvveileu Grades, weicbe 
durch die elben serlis Pnnlite geben, so hat das Problem, X, fi. v 
so zu bestimmen, dass U -^ XV' -\- ^iV" -\- vV'" = ein Paar 
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Die Iiivaiiaiiteii des FlSciienbiiiuiels. Art. 3:i5. 283 

von Ebeneo tlarslelle, zehii l.osungen, da (lurch sechs Punlite 
zelin Paarc von Ebeneii gelegt werden konnen, 

Man kann aber die Grftsse X auch hestimmen, indcin man 
(lit) Invariante J des Syalems P + /*(?, + vOu = bildet und 
daniach fiir jeden Coefflcienton ai von U die Verbindung (i(+lo/ 
substituiert. Das Substilutiousresullat ranss I ini zehnlt'n Grade 
enthalten, da dem Problem zehn vcrscliiiidene WVrLbe von A als 
LOsnngen entspreclien; also muss I die Coefflcienlen von U in 
diesem namliclien Grade enthaituii. 

n 



Die Invar 


■ianle des Systems, 


W(! 


Iclie wir / [ien- 


wollen, v 


crscbvvindeL steLs, 


weni 


1 irgcnd z«ei von 


achl Dnr 


■cbschniltspunklen 


der 


Flachen (7=0, 


0, = 


zubammenfalli n 


d. 


i., H-eini diese drei 



V ■■ 

Fladipn m emem ihnpn gemeinsdidfllichLn Pnnkte Tangenten- 
ebenen biben nelclic mUi in enier Geiaden durcbschneiden, de- 
reu ngclistfolgendiT Punkt m alien diei Fluchen gemein ist. 
Cayley bat diese Invarianle dit Beiubiungs- (Tact-) Inva- 
riante des Systems von drei Flachen genannt; die in Art. 
902. belrauhtete ist die Beruhriings-lnvarianle fur zwei Flachen, 
Jeder Punkt (]ieser Art ist der Scheilel eines Kegels, welcher dem 
System XU + C^' + '"V" = angebOrt. Denn wenn wir ibn als 
Anraogspunkl 'der Coordlnaten und die beKiiglichen Taugenten- 
ebenen als a; = 0, y = 0, (tiv-\-bi/ = nebnien, so sind die 
Gleicbungen der Flaclieu 

« + », - 0, , + < = 0, »« + Sj + «," ~ 0, 
wenn u^, ti./, it^' die Glieder zwelten Grades bezeicbnen: alsdann 
ist aber aU ■\- bV' — O" = ein Kegel zweiten Grades, welcher 
den Anfangspunkt der Goordinalen zum Scheitel hat. 

Diese Invariants J ist vom secbzebnlen Grade in den Goef- 
ficienten von jeder der Flacben. Denn wenn wir in dem Aus- 
druck /fiir jeden Goeflicienten a von U das Binom a -\- la*' sub- 
stituieren, won*'der entsprechende Coefficient der Gleicliung einer 
andereii FlSche D*' = isi, so ist otienbar, dass der Grad des 
Resultals in J, mit der Zahl der FlSchen des Systems P4-iP*'=0 
iibereinstitninen muss, welcbe die Durchscbnittsciirvc der Flachen 
U' = 0, U" = berubren; er muss also nacb dem, was in Art, 
333. gefunden ward, gleicb sechzehn sein. 
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284 NeitLites Kapitel. Art. 235. 

W«nii «,a;,^ + «,*V^ + «3^,^ + «,^V' + "!.^s= = 
eine Kegelflilche darstellt, so geiiugen die Coordinaten des Schei- 
tels den Tier Gleichuogen, welche tlurch Vergleicliung der Diffe- 

rentiale nach a:; , , . ., x^ mil Null gebildet werden, d. h. wcgeii 

«, + «, + X, + »■, + I, - 
den Gleichuiigen a^x, = %atr, , a.^^ = a^x-,. i;lc. 

Man liann also durch- - , — , , — , - (lie Cooriliiia- 

teii dos Sclieitels darstelleii, iind crhalt diirch Subslitulion dersellten 
in die Relation, welcher die ic, , . . . , x,, stets geiiiigen. die Dis- 
rriminante der Fliiche in der Form 

l+i + l + i^+±^o. 

Wenn wir also die Gleichuiigen U = 0, V = 0. U" = 
id der hier gcbraochleii Form sclireiben, so ist die Discrimi- 
nante von 

lU + fif/ + vV" ■■= 

i., + ,],-+"«,■• +>:., + ^;+^ + ""■ - "• 

Und wonn kV + /iV + vV" = ciiien Kegel repraseiitiert, 
so ei'halten wir diii'ch Subslitution der Coordinaten des Seheitels 
in die Gleicliungen von einer der Flacheii 

^ -|- etc. = etc., 



Gleiiliongen al'so «clche die Dilferentiale der Discriminaiili! in 
in Be7ug auf I fi i siiid 

Wii eiliillen aUo dcii Satz: Wenu man die Discriminarite 
ion lU -j- iiU -^ iU =0 und darnacb die Discritninante der- 
selben iii Bezug au( X fi i bildet, so ist J ein Factor im Re- 
sulldt Man eikennt leiLht dass aucii / ein P'actor iin Itesiiltat 
sem muss es ist m dei That dasselbe gleicli JV,*) 

*) Caylej liat ein entspieohendea Theorem tuv U und F alE ho- 
mogene FnDctionen zwei i Veifnderlichen vom Grade n gegeben. Wenn 
WH die Disoriniinante \ n A -\- XV und naohher die Discriminante 
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Oovarianten des FlSulienlrariiiels. Art. 336. 285 

236. Viii- die ku Art. 234. erganzeoiie Untersuclumg tlei' Co- 
variantea des Gebiides zweiler Stufe^^) XU -\- ^U' -\- vV" = 
denken wir die V in allgeineiner Form gegebeii, also 

r/-- «„ar,* + . . . + 2«ija;iar, + = 0, 

V = a,;^:^ + . . . + 2a,^'a^,a:, + = 0. 

V" = «i,"a^i^ etc. = 0. 
Eliminicrt muii zwtscheti ibnen und der Gleichuog 

!,«., + -i,X, + 13^3 + k^i = 

die Verhaltnisse der xt, indem man 

k^, {I,a^i + ls^2 + l3'^3) in V^. Vf'. l/t'" 

einsetzt und zu den drei so entstehenden ternaren quadralisclien 
Foimen w, w', u" die Etesuliante bildet, so erhait man da? mit 
1/ mulliplicierle Product der Gleichungen der achl Schniltpunlite 
der Fladien = 0, P' = 0, U" = und aller FlSclieii des 
Netzes [Grundpun kte). Dieselbe ist vom Grade 8 in den Coef- 
iicienlen und somit vom Grade 16 in den I,-, so dass die Gleich- 
mig der Grundpimkte JJ = die |,- im Grade 8 enlhall. Nach 
An. 361. der „Kegelsclinille" erhalten wir sie in der Form 

n = 0^ — 64.£ 
und erkennen die geometriscbe Bedeiitung des Verscliwiiidens dfir 



deraelben in liezug auf 1 bilden, so ist das Eesultiit gleidi A/P(P, 
wenn A das Eesuitat der Elimination Bwischen f =■ und T =- ist ; 
wenn B eine Function vom Grade 2 (ji — 2) (n — 3) in beideii Keihen 
yon Coefiicienten ist, ivelche verschwindet, sobald A so bestimmt wer- 
den fcann, dass U + XV zwei Pnare von gleichen Factoren hat; iind 
wenn C eine Fttnetion vom Grade 3 (n — 2) ist, welehe vevechwindet, 
aobald U + XF ^ drei gleiche Factoren hat. Wenn V und F homo- 
gene Fnnotionen von drei Vanabeln sind so itt die Disenminante naoli 
X von der Disoiiminante von 1/ + XI steta gJeich iB'C wenn A die 
Function vom Grade bn ( i—1) in den beiderlei Coefhcienfen ist, welcbe 
die Bedingitng der Beiiihiiing zwischen U ^ (ind F^O giebt; wenn 
B stets verschwindet sobald X so I eitininit weiden kann, dass 
C -{- If =0 Ewei Doppelpunkte hat nnd f aohall es so bestimmt 
werden kann dass C+ 3.F = eine Spitze Inl e \\enn P-= 0, f = 0, 
;r s. lie (<Iei<.hangeii von diei kegelscbnittcn sinl so ist die Dis- 
(.riminante dei Disoiiminante ^on XV -\- ftV + vW=^0 m Bezug anf 
X li V gleioh AS' wenn -J — die Bedingnng ist, unter vvelober die 
Carven sith diichschneiden und B = d ejonigp unter weleher 
AP + /iT -f 1 (( =11 ein vdlst mdiges Qi^ltat igt 
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Contravarianten ^untl ©in lolgenUer Ai't. DieEbeue Sja:, -(-,.. ==0 
schneidel das Flachenbiindel W + ^tV' + vf7" = in eineiu 
Nelz von Kegelschnitten Xu -)- jim' + vu" = 0, in welchcm 
eine doppeluahleiide Gerade erscheinl ftir .£ ^ (p. 2£)7 a. a. 
0.). Die Flache achler Classe ^= ist daher die En- 
veloppe der Kegel zweiten Grades, nelche das Flaclien- 
nelz enllialt. Zu dem besagten Nelze von KegelschniUen ge- 
li5i'L sodatin eiiie Jacobi'sche Curve (a. a. 0. p. 492) iind eiae 
Cayley'sche Curve (ibid. Art. 360., 6. u. „H6here Ciirven" Art. 
176.— 178.) deren zweite Inrarianlen T (vei-g!. ,,Hdh(;re Curveu" 
Art. 222., speciell Art. 230. Scbiuss) respective sind & (S — 32®=) 
und & (Z — 40') bis auf Zahleiifactoreii nod Poleozeii von |^; 
diese Curveii sind also gleicbzeilig harmoniscli fur = oder: 
Alls Ebenen, deron zugelifirige Jacobi'sche iind Cay- 
ley'sche Ciirven gleichzeitig harmoiiisch sind, bf^riilt- 
ren die Flache vierter Classe = 0, 

Legt man von einem der acbt GrundpunltlR, et«a von P, 
die Tangentialebenen an = 0, so berQliren ste aueh S =--= 
in P; denn fiir alle I,- nud ^/ besLeiil die identilat 

fc:I oil i=:l dfe ,--l rfg; 

und fiir eine solche Tangentialebene g,- an = faill. daJier die 
Gleicliung des Beruhrungspimkles aul' £ = 

^,' + ...==o-|^i;+...,^„, 

der Gleichung ties i'linliles P, znsamninn. Also gilt der Salz: 
Die den Flachen 2; = und = gemeinsciiafllicb 
unischriebene developpable Flacbe xerfalit in acbt 
Kegel vierter Klasse, lier en Solicit el die Grinidp tinkle 
P sind. 

Ill Folge desscn sind die GrunJpnnkte aclil violfaobe I'linkle 
in der FISche .^ = 0. Urn den Grad ihrer Vielfachheit zu be-- 
stinnnen, stellen wir ^ i= in Punktcoordinaten Xi dar. Fur 
Xa/i, + ((«;*' + van," ^^ hk wird die Flacbe zweiten Grades 
KU -\- fir/' + vV" = ein liegel mit S + Kih2hz'>ii = ^ 
oder in entwickeller Form mit Al* -|- B^* -\- Cw* + , . . + 0- 
Man erhalt aher die Envoloppe aller Flachen des Netzes, die 
diese iJedingung befriedigen, indeni man diese letztere als Gloidi- 
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ung einer Curve vierler Ordouiig in Piinlitcoordinaleii I, ft, v 
beLraclitet, ilire Reciproke in den §, i), t bildet und in dieser 
die I, t), £ (lurcli V, V', V" respective ersetzl. Somit ist die 
Gleichung von 2^ ^ in Punklcoordinalen (vergl. ^Ilohere Cur- 
ven" Art. 92.) von der Form S^ — 272^ = d. li. die 
Flaclie 2; = ist von der Ordniing24, die aclitGrund- 
pnnkte sind in ihr zwoll'fache I'unltte iind diegemciii- 
schaftliche Cnrve der Fliichen S == 0, 3' = isL cine 
Cuspidalcurve in derselben. 

237. Wir zeigeii ferner, dass die Curve 5 = 0. T = 
aus 24 Gui'ven vierter Ordaong bestelit. Je znei Fla- 
ciien des Nol7,cs durclidringen sich in einer Curve vierter Ord- 
nung, welche vier doppeltprojicierende Kegel zweiten Grades be- 
sitzt uud die eineii Doppelpunkt lial, wenn zwei und einen Riick- 
kela'punkt, wenn dm deri^elben zusamni en fallen (vergl. Art. 206., 
205.). Die Fragen nach deni Ort solcher Etaumcurven vierter 
Ordnung mit Doppelpunkt und nach denen unter ibnen, die einen 
Ruckkehrpunkt besilzeii, lasseo sich wie Tnlgt beantworten. Die 
beiden Gleichungen 

■v,u — 'gv = 0, tV — nil" = 

oder via.% dassclbe isl, die drei Gleichungen 

qV = I. qV = n. qV" =- S 
fitellen I'flr alle Wertlie von ^, jj, t die samniUicJien Curven vier- 
ter Ordnung dar, welche die Flsichen des Bundeis mit einander 
hervorbringen. Die vier einer solchen durch eine bestimnite 
Werthegruppe ^, i;, f heslimmlen Curve entsprechenden Kegel 
des Nelzes sind liir i = 1, 2, 3, 4 durch die Gleichungen 

i.^u + ft;;/' + vjr == 

ausgedruckt, wenn die Verbaltnlsse A,- : Vi, (i; : i',- aus den Gteich- 
ungen |i + ijfi + I" = und Al^ + iJji' + Cv* + . . . = 
berechnet werden. Wenn die gerade Linie gi .4- fjfi + J'l' = 
die Curve Al" -\- . . . ^ einfach oder slationar heriihrt, so 
fallen zwei oder drei der vier Kegel zusammen und man erh^lt 
daher mit Rucksicbt auf 1/ : V : i/' = | : ij ; f die Salze; 
Die Flacbe S' — 272^ == ist der geometrische Ort 
aller Curven vierter Ordnung mit einem Doppelpuiikte, 
weiche die Flacbe n des Netzes mit einander erzeugen. 
Und die vollstandige Durchdringnng vonS = 0, r=0 
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isl (He GeaamnUlieiL iler Kautiiciirvcn vierLcr Orilnuiig 
mil cincm Rvickk lihrpunltte. Solcher Curven giebl es also 
24 Wenn raann I'erner eiiie Curve vierler OrdDiing des Nelzes 
liarmonUcb respective aquianharnionisch oder fon gleiclien Dop- 
pelverliallnissen ueiint, wenn die aus irgend einem Punkte der- 
selben an ihie vier doppeltprojiciereiiden Kegel gehenden Tangen- 
lialebenen (Art. 136., Beisp.) das Doppelverh&ltniss — 1 oder 
gleiche I'lindainitntaie Uoppelverliallnisse habeii (vergl. „ Kegel schn." 
Art. 338., 1.; 340.), so bat man nach Art. 92. „llfthere Curven" 
die Sal^e; Der Ort alier Curven vierter Ordnung von 
gleicben fu tidamentalen Doppelverba Itnisse n im Fia- 
cheiinetz Kweiten Grades ist die Flaclie achtei' Ord- 
nung S = 0. Der Ort alier liarnioniscben Curven 
vierter Ordnung ist die FlacLe zniUfter Ordnung 
T = 0. 

Die geraden Linien anf den Flgclien des Nelzes werden jede 
von unendJich vielen Pliichen oder ebenso vielen Curven vierter 
Ordnung desselbeo in je zwei Punkten einer Involution gesclmit- 
ten und von zweicn unter ilinen berijlirt, und die in einer Ebene 
liegenden unter ihnen bilden dalier die deni Kegeischnittnelz in 
derselben zugeliorige Cayley'sche Curve; ebenso liegen die durch 
einen Punkt gelienden auf einem allgenieinen Kegel driller Ord- 
nung Oder die Gesammtlieit dteser Geraden bildet einen Com- 
plex dritter Ordnung und Klasse (Art. 5.^.). Denkt man 
die durcli einen beliebigen Punkt des Kauraes T gehendcn Fla- 
chen des Netzes und die Grundcurve des voH ihnen gebildcten Bii- 
schels, so sind die von P nach den Punkten dieser Curve gehen- 
den Geraden die Erzeugenden jenes Kegels. Der Ort alier dem 
Netze angeliorcnden Curven vierter Ordnung mil einem Doppel- 
punkt ist dalier zugleich der Ort der SpiCzen alier derjenigen 
Gompiexkegel, Heldie eine Doppelevzeugende besitzen. Die Fla- 
eben S = 0, r = sind daher die geomelriscben Oerter der 
Spitzen alier der Gompiexkegel, welche von gleichen fundamen- 
talen Doppelverbaltnissen oder welcbe liarmoniscb sind ; ibre ge- 
meinsame Curve isl der Ort der Spitzen der Gompiexkegel mit 
RQckkehrkanle. Beti'acbten wir aber die von den Linien des 
Complexes in einer Ebene umhullte Curve, so bat sie als Cayley'- 
sche Curve des Kegelsdinitlnelzes Xu -|- jiw' + vu" = dieser 
Ebene eine Doppeltangente nur bei versehwindender Discriminanle 
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ilurselben, d. li, liis auf eiuen Zaiilciifactoi' uiid fiiiie rotcuz von 
Ij bci {&^ — G4:£)^2: = 0; man erkennt daraus, <tass die dop- 
pelt gezahlten acht Grundpuiikte und die Flache Z=0 die En- 
veloppe der Gbenen bilden, ileren Compiexciirven eine Doppel- 
tangente besitzen. Man nennt die FlSche 2;-=0 oder S* — 27r*=0 
aus beiderlei Ursacben die Singiilarilaleuflaclie des Com- 
plexes. 

Man sieht, wie a)le diese Fragen in die Untersuchung der 
FISchen hdherer Orduungen und Classen hiniihergreifen. 

238. Man soil die Gieichungen zweier Flachen zwei- 
len Grades P == 0, (/' == aiif die einfachste Form 

rfeducieren. 

Die Werlhe der Oonstanlen a^^, cfj,, a^^, a^j sind Beisp. 1. 
des Art. 202, als die Wurzeln der biquadratischen Gleichiing 

gegebcn, Man findet sodaiin darch AuHfisung der vier Gieicii- 
ungeii 

die Wertlie von x^"^, x^ , x.^^, x^ in Gliedern dei behiannten 

Functionen U, V, T, T". Genau gesprochen miisste man aiierst 

U nnd V dui'cb die vierie Wurzei von d dividieren, iim sie aul 

eine Form zu reducieien, in weicber die Discriininante von V 

gleicb Eins isl, es komnU abor auf dasseibe Resultat liinaus. bei 

nnverfindertem V und V die T und 3'' als ana ibren Coefflcien- 

ten berecbnet dinrU .4 in dividieren. 

Beispiel 1. Man soli die Meichungeii 

5*',^ - lU^' - Ux^' — 6x^^ + 24.rjj:3 + 22.r,.^ , — 20^^.,., 

■^Sx^x^ + ia:^x,i = 0, 

2.537,^ - - lOa^,,' — Idx^^ — 5.1:/ + SSx-^x^ + 4iix^x, — ;iOa;,«, 

uLirdJe Noi'iiiali'orn) reducieren. 

Die Reciproken dleser Gieichungen sind 

550^,^ + 10361/ + 8501/ - 324|/ + 2120^jgs + SOOI^I, 

— 520|ilj — 180g,^4 + 2088|j|j + IQSOi^ii = 0, 

39501/ + 8001/ + 2750^/ ~ 9720|;-' -f 112001,^3 + 49OOI3I, 

— 4160|,gj + 259201,^, + I62OOI3I, = 6. 
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Die bi quadra lis die fileiclning zur Bestinimuiig von i. ist 
8100 {I' — 10i» + 35;i' — 50i + 24} = 0; 
es sind also a^j , a^^, "33. <*44 respective gleicli 1, 2, 3. 4. 
Daniacl) sind T imd T' zu berecbnen nacli den Formelti 

-«,3^,,)}+e.c.+2;r,^3{^,lV,,a,3-«„«,,)+^,;(a„«,3-«,,«,,) 

+ ^24 (''24"23 ''3!''34) "T ^34 l'*34°!a '^33''54) 

-|-J,3 (OjgOjj — Wjjaj^H-'^ii («a3''i2 ''a2"]s)4"'^23 ("^S «a3"3s) 

+ 44'(2»14'>H-«l!«!4-«I3«.4l} + ««•. 

3- — X,' {A„ («||'0„' - «„'') + MC. 

und man erliSU durcli Division iter so berechnelen Wcrlhe init^{=8100) 

die Bestinimungsgleicliungen fflr X^, X^, X^, X^ wie folgt : 

x,» + xf + jr,=+j:,'= 53;,'— 11«,'— ll»j'— 6»,'+2t%i, 

+ 22i,.t| — 20a;,s, + Sic.tc, + 4i,ij , 
x,'+2;r,'+3x,'+4jrj'— 26i,'— lO^r,!"— 16ij'-6i,'+38ie,i, 

+ 46a;,a| — 80it,ic, — Vltc^x, + lOa;,*, + ISiji,, 
9X,'+ 16Ar,'+21Z,«+24Jr4»— 161 V— 100«,«"136i/— 65»,' 
+ 306a;,st, + 342a;,a:, — 250ii:,n:,— 70i,i, + 70a;,x,+ 126«5itj, 
26J',»+38J-,'+42X,'+44Xj'— 28Oi,"-30Oi,'-360.Tj'-n0«j> 
+ 772a!,a!, +7761,1, — 628n;,a;s— 108x,«, + \m^^^ + 262«,ij. 
Dann ergiel>t sicli aus 240— !/'+ f — T dor VVerlli 

6;r,' ™ — 6(2«, + 3«j — 2ir., — 2a^,)'. 
Und in analoger Weise 

X,= = — fa, + 2i, — 3a;j + 2n;J'. J-,"— (3», — ic, + «j~-«,)\ 
Z,» - (.., + X, + :,, + .,)'. 
Beispiel 2. Schreibeii wir die Gleichung des Systems in der t'orm 
y — IV' = 0, und seine Discriminante 

so ergiebt sicb fflr B als Determinanle der Siibsliliition die Discriminante 
des ij-ansFormierlen Systems 

B'^.fil) = (i, — A) (A3 — A) (Ay — A) (A^ — A); 

d. h. die Wurzelu der bi quad rati scb en Gleichung /"(Aj^O sind die Werlhe 
der Coefficienlen a,j, . . . in der trans form ierten ti'orni. 
Selzen wir sodann 
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lurch <lie Iranspouierle Siibslitiilion ilaraus 

11, ■ ^1 — ^ ,0,0,0 

B'. ip (i.) -^ Vi. , l^—l . 

fja. ,.0 . L—X 

%. 0,0, "0 , A^— A I 

= - (i,-A) (A,-M Ua-i) {}.,-~l) |-^^-+-^^^^_ + j5aL+-.^^j 

Tind durcli Subalilution der Wenhe von k =Aj , etc. nacli der Gleichuiig 
/•(i) = 

-B'-9*(A,) = - (iii'-'li) (^3-^1) (^4-^1) ')w 

S-.9>(ij) = (A,— Aj) (A3— Aj) (A^— Aj) (]/ elc, 

woraus sicli die 1;; besiimmeii, well nacli den lieiden AusdrQcken von f{l) 
durcii die Relation J'B^ = 1 das QnadraL dpi Delenninanle dei Sulisti- 
tulion gegeben ist. 
Sind endlicli 

die SubsLituUonen , welcbe den Ueliei'giaHg in die Noniiitironn Jicwirkoi, 
so werilen die vorlgen GleJcliuiigeD 

5^- (»,-')(',-»)(»,->){|S„S, +((„fe + ft,l, + |S„^,}. •'«■ 

und dipse geJien (veigl KegclscltnillP Ail 057 ) itber in 

-%'\~V,A+P ,1 + f A + ftili)'. ««• 

f leiLiiungen au& denen dnrcli die Veigleithuug det Cocfficietilen gleicher 
I'oienzPD * oil g luf liiren J eidpn Seili'n die /nr Beslimmung de.r §a nOtlii- 
^en Bedingungeii liervorgehen 

In ilte):U Foiin gill die rntnickelun^ fQi qiiadrahsche Formuii in 
Iwlielng vielen ^ inabeln 

Beispiel 3 Na lidem ge'Lijjt worden ist dass die Grossen Xi', x^*, 
x^-' x^ in tnuction lei Ausdulckfl V V jT, T' msdrflckbar sind, so 
Tolgt, dass dds Quadrat dei Jabobi sctien Detet raiudnLe des Flilcli en systems 
ebenralls au& jenen niit Hilfe der Invaridnlen i eslimml werden kann. Das 
Re<!uUat dei Berechnung ist 

19* 
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/'' = ^T* — &'PT' + <&3-^r'^ — &TT'^ — JT^ 

— A'®r^) 
_ j0'r3} 

+ AV"^ 1(02 — 200' + 2^^')2'* — {®'^— 30^)rr' + '2'z/'T'^} 

_j_ r /(©'*— 2J'<5] &"»z/2— (0'<p^~2e0'2+50'^^— 0<Pi'') (7'^f^ 
+ (0*a*— 2(S2j — @&A + 4^'.^) ^'p'l;-^ — jJ'^&v^X 

+ r /[©*— 2^'S)f'^'^— (0<P^— 20'0'+50^.i/'— 0'0^)r^'I?'^' 

+ ^'^^^f/'i + A^A'-^U'^ ~ vV'^/f^ {&^ — 'd®'<^J' + 30z/^} 
— 03J7'^'2 |0s — 30$^/ + 30' J*} 
+ AA'V-'U'^ {<&3 ^ 3'SJ^' + 30'z^ + 30'^^ -- 3©@'<S}. 
239. Die Rcduclioii auf ilie Form einer Summe von Qiiad- 
raten, welche nach dein Vorigen fur zwei quadratisclie FnucUo- 
nen von n Variabein im Allgemeinen moglich ist, kaan auch auf 
die Gleichuiig eiiies Strahlencomplexes vom zweiten 
Grade imd (liedieCoordinaten^itoder^ffiVerbindende Relation zwei- 
ten Grades angewendet werden; es ist der Fall « = 6 in specieller 
Form. Wir wollen die sechs neu en Variabein durch a:i,a;5...,a:e 
beztiiciinen, so dass die conslsnle Relation in die Form 

ubergeht, wahrend die Gleiclmng des Complexes vom zvveii.en 
Grade in 

flbergefuhrl werde. Es ist zunachst die georaetrische Bedeulung 
dur neiien Variabein klar zu 8lellen. Die Xi als lineare homo- 
gene Fnnctionen der p^t respective §ji, stelleu, gleich Null gesetzl 
lineare Complexe dar, welche wir als die sechs Fundaniental- 
Coniplexe bezeichncn nollen. Damit ist die Bedeutung der xi 
als Bestimmiingsmiltel der Geraden ilurcii Art. 51. gegebeu. Die 
naheren Beziehungen der Fiindamenlalcomplexe orkennt mau 
aber in folgender Weise. ist jede der Gleichungen 

0,«, +....+ <.,T, - 0, b,X, + .... + M-. - » 

die Gleichung fiir cinen linyaren Complex, so liefert die Substi- 
tution ilirer Coefficientcn ai respective bi in die conslanle Rela- 
tion der Strahiencoordinaten je einen Ansdj'uck 
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tieii man die Invariaiite ties Complexes nenneii kaim, und 
(lessen Verschniiiden aussagen wflrde, dass der Complex aus alien 
den Sti'slilen bestunde, die eine gegebene gerade Linie sclineiden. 
(Vergl. Art. 52.) Betraclilet man aber die conslaiite Relation 
als eine bilineare Function der Xi und erselzl in derseJben die 
einen cCf durch die a,-, die andern durch die 6;, so erhalt man 
den Ausdruck 

die simultaue liivariante der Complexe. Fiir unsere Fun- 
damenfalcomplexe sind die Invarianten sammllich der positiven 
Einheil gleich, die simuUane Invariante je zwcier derselben ist 
aber gleicli Null. Dies drQckt nun eine besondere Beziehung der 
Fundamentaicomplexe zu einander aus, die als Involution be- 
zeichnet worden ist. Denken wir ndmlicb die beiden Directricen 
der durch die beiden Complexe bestimniten Congruenz oder des 
gemeinsamen Stralilensystems erster Ordnuug und Classe, so bil- 
den die beiden Punkte, welclie in den Complexen einer bestimm- 
ten Ebene entsprechen, im Falle ihrer Involution mit den Schnilt- 
punliten derselben mit seinen Directricen eine harmonische Gruppe. 
Dreht sich eine Ebene um eine Gerade der gemeinschaftlicben 
Congruenz, so bilden die ibr in den verscbiedeneu Lfgen ent- 
sprecbenden Punklcpaare eine involutorisebe Beihe in dieser Ge- 
raden. Eiuem jeden der beiden Punkte, welcbo durch die zwei 
Complexe in einer beliebigen Ebene beslimmt werden, entspricbl 
in demselben noch eine zweite Ebene; diese Ebene ist fiir beidu 
Punkte dieselbe, d. Ii. die Ebenen und die Punkte des Raumcs 
ordneii sicb mit Uezug auf zwei lineare Complexe in Involution 
in Gruppen von zwei Ebcncn uud zwei auf der Durchschnittstinie 
derselben liegeiiden Punklen. 

Llegen aber drei lineare Complexe gegenseilig in Involution, 
so ordnen sich die Ebenen und Punkte des Raumes zu Tetraedeni 
zusaminen, Hek'he siub in Bezug auf die durch die drei linearen 
Complexe bestiuunlc Flauhe zvveiten Grades conjugierl sind. Die 
drei in einer Seitenflache eines solchen Teli'aeders liegenden Ecken 
desselben sind die dieser Ebene in den <h'ei Complexen enlspre- 
cheuden Punkte und die drei in einer Ecke zusammeustossehden 
Plfichen eines solchen Teti-aeders die jenem Eckpunkte respective 
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eiitsprccliendpii Ebtneii Dil Duectiicen dei tongruenz tier bei- 
(len Fiindamentalcompiexe o-^^O, a,=0 haben die Coordinaten 

d li die Diiectnceii dei (^ongiueiiz zneiei Fundamentalcomplexe 
„ehoren den viei ubngeii Fuiidditientakuinplexen an. 

Die Uleichiing -t,'' -{- a. ^ = odfi die gleicligeltende 
*3^ + '^i' + '^5^ + ■'"i,^ = ** s^^"* somil die Gesammtheit der 
geraden Linien ddi, \^elch*> eine der beiden Direttiicen schneiden; 
denkt man also die funfzehii =^65 linearen Cnngruenzeri, 
welche die secbs tuiidameiitalconiplexe erzeugen und ihre dreissig 
DirectriLeii , so weiden je ztiei zusarameDgelionge der Lelztereii 
ion znolf der ubngeii geschmtlen insbesondere werden Tiir 
die diei Cougiiien^en, welche >on illen sedis Fundameiital- 
compleien abiiangen du Diieclricen jeder *on denen der andern 
ge^chniUen oder dieselben bilden die sechs hanlen eines Tetrac- 
deia III del That geht a;,^ + + t ^ = liir y,^a;|+'a-'^j 
!/„= I, — ixj ^3 = a.j -f iXi, !/, = ^J — ia^; ,j^=x^ + ix^, 
f/|. = a„ — n, ui >/,y^ + 'Js'Ji + V !/(, = ubpr. Da sich sechs 
LlemeDte in funrzehii Arteii in diei Faaie theilen lassen, so bil- 
deu die dieii^tiig Dacctiici^n die Kanleii von ftmrzehn Fiindanien- 
Idlteliaedern, deren FladiLii und Ecken sammtlich von einander 
versdiiedeii bind 

Je zwci /usdininengehorige Directricen gehoren aU Gegen- 
kaiileu dieieii diesei Telraeder an, die ubrigen 3 . 4 Kanten die< 
sei' Telraedei bind die zw6lf Direclricen, welcbe sie schneiden. 
Je znei dei diei Paaic von Punkten, welche diese in eitier der 
beiden Direclricen besliinmen, bilden eine harmonische Gruppe, 
gie sind also nie alle drci t'eell;'dasseibe gilt fiir die beziiglichen 
Seilenflfichenpaarc der Teti'aeder, 

Die ITTO Schiiitliinien der 60 Tetraederflachen oder Verbiii- 
dungslinien der 60 Telraederecken werden gebildut von den 30 
durch je 6 Flachen und je 6 Eeken bestimmten also 15fach zah- 
lenden Directricen, von 320 geraden Linien, auf welclien je 3 der 
Ecken liegen und durch die je 3 der Fliichen geben (die also 
dreifach zahlen), und von 360 geraden Linien, welche je zwei 
dieser Ecken oder Flachen bestimnien, 

Je drei der sechs Fundamcnlajcomplexe, z. B. a;, =0, 3;3=0, 
a:„ =1 oder 1, 2, 3 bestimmen eine Flache zweiten Grades, 
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naiiilicli ilirc eiiie Regeiscliaar; die anderii drei bBSlimmiiii offen- 
bar dieselbe Flache diirch ihre zwdte Regelschaar, Da sich die 

seclis Coraplexe auf ^ . Y^-^'-^oder 1.0 Arlen in zwei Gruppeii 

voo drei theiieii lassen, so werden durch die Fundamentalcom- 
plexe 10 Fundameiitalflaclien zweiten Grade? deliniert. Je zwei 
zusammengehSrige der 30 Directricen geliSren vieren derselben 
an; seclis derselben enlhalteii je vier der Katiteii eines Funda- 
nieiilalLelraeders, in Bezug auf die vier iibrigen isl das Tetraeder 
sich selbsl conjugieii. Die Fundamentalflache [l, 2, 3)^e(4, 5, 6) 
wird dargestellt, indera man aiisdriickt, dass eiiie gerade Linie die 
Flacbe beruhrt, d. li. durch arj* + ^j^ H" "'x' "^ ^ *'''^'' 
a;/ -I- x^-i + a^gi = 0; denn fflr f^ = 0, f^ = 0, /;, = als 
drei lineare Complexe, -ij,, J^i' -^33 '^^''^ Iiivariaiiten und Ay^, . . . 
als ihre simuKaneii Invarianten ist die Complexgieichutig des durch 
sie bei^timmten Hyperboloids 

0, f,, h, h\ 

_ fy ^11' -^n. ^iA 
f-i, Jji. A.^^. A.^^ I 

/■g- Av Aa- -^33! 

240. Die geradeti Linieii, die Ebeiieii uiid Puitlite des Rau- 
mes gruppieren sich in Bezug aiil' die sechs FiiiidaMieutrtlccmplexe 
zu gescbloasenen Systeuien. 

Sind u, , . . . (T,i die Coordinateii uiner Geraclen, so ist 
o,^ + ■ ■ ■ ■ + «(;' = 0; t*i"c Relation, weelie diu'th Zeichen- 
wechsel der Coordinaten nicbl gestort wird, uud also fiir jede der 

2S = 32 Zeicheiicoinhinationen +(»,, +0^ eine gerade 

Linie giebl. Die geradeii Linien des Raumes gruppieren sich zu 
32, die in gegenseiEiger Beziehung stchen. Indent man sich aus 
dem Schema 

+ ^1 ±H ±"^ d-«i +«5 +". 

die zweigliedriget! Ileterraiiianteii gebildet und gleich Null gesetzt 

denkt, eriiGiint man, dass ton den 32 Liiiieii 
2 . 15 inal 16 euiem CoQipIe\, 
4 . 20 „ 8 emei CoDgiuen/, 
8 . 15 „ 4 einer Piache zweiten (irades 



y Google 



y96 KfiUiites Kapitel Avt, 24(J. 

angclioreii, wo jeile (ier 32 Geradeii aiif 15 der ersten, 20 (Iit 
Kweiteti iinil 15 der letzten iiegt. 

Die 32 Geraden theileii sich in znei Gnippcn von 16, je- 
iiachdetn von ihreii Coordinateii eine gerade oder ungerade Zahl 
gleiches Zeichen licsitzt; wenn von einer Geraden aiis eiuer der 
beiden Gruppen eine ebene Curve erzeiigt wird, so bewegen sidi 
die 15 iibrigen Linien derselben Gru)ipe gleiclifalls um ebene 
Curven, indess die 16 Linien der andern Gruppe aich um feste 
Punkte drehen iind also KegeiflSclien t-rzcugen, Gegen eine Linie 
der einen Gruppe sondern sich die der andern Gruppe in solche, 
welche ihr in Bezug auf die sechs Fundamentalcomplexe, und 
solche, welclie ibr in fiezug auf die zehn Fundamentalflachen con- 
jugiert sind; die CoordinaEen jener erslen unterscbeiden sich von 
denen der angenommenen Geraden durch einen Zeichenwecbsel, 
die der leUten durcb drei derselljen. 

Sei die Gleichnng de» Slraliies, der vom D'undameutaipunkl 
^^ nacb dem einer gegebenen Ebene in Bezug auf den Complex 
Xi = enlspreclienden Punkle derselben gelit, also audi die 
seines Durebslosspunlites in der Ebene A^ A^ A^, 

«ii§i + "ii^a + ^nh = **■ 
BO verschwindet wegen 

«,' + <' + ... + ^.' - Cl 

diir Aiisdrucli 

-S (a^ilj + tfial; + «*3^3)^. 
d. b. [vergl. Arl. 58., Beisp.) es Hegen die sechs i'unlae, die einer 
bcliehigen Ebene in Bezug auf die sechs Fundanientaicomplcxe 
entsprechen, in einer Curve zweiter Ordnung. 

Ebenso sind die sechs cinem beliebigcn Punkle cntsprechen- 
den Ebeneii TangeiUialebcnen desseibeu Kegels zweiter Classe. 

Die hesouderen Ebenen charakterisieren besondere Lagen die- 
ser Punlite; riir eine eine Fundamentaiflaclie berubrende Ehene 
Tertheilen sie sich aur die beiden Erzeugenden der Fiindamenlal- 
Mche, weJche die Ebene enthSlt. 

Die sechs Punkte, wclcbc einur gcgebenen Ehetie in Bezug 
auf die sechs Fuudamentalcomplexe entsprechen, seien 1, 2, 3, 4, 
5, 6; einem jedeii derselben eulsprecben ausser der gegebenen 
fiinf weilere Ebeneu, und da die Ebene, welche 1 in arj ent- 
spricht, mit der Ebene zusammenfalll, welche 2 in Hi entspricht. 
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80 giebt (liess iiu Ganzen 15 neue Elbeuen, welche die gegebene 
iD den Verbiodungslinien der sechs Punkte scbneiden. Die diei 
Ebeiien (2, 3), [3, 1), {1, 2) scbneiden sicli in dem Pol der ge- 
gebeneu Ebene in Ecziig auf die Fundamenlalflache (1, 2, 3) und 
da diese mit der Flache (4, 5, 6) identiscii ist, so scbneiden aicb 
die Ebenen (5, 6), (6, 4), (4, 5) in demselbeii Pimltte, Die secbs 
Ehenen, welche dieseni PunlUe in den Fundamental com plexen 
X, = 0, x^ =! 0. . . ., x^ = entsprecben, fallen mit den 
Ebenen (2, 3], (3, 1), (1, 2). (5, 6), (6. 4), (4, 5) ziisammen 
und bilden also einen Kegel zweiter Classe, wie diess auch aiis 
der Belracbtung des Sechsecks 123456 bervorgeht. 

Mit Bezug auf die Fundamentalcomplexe gruppieren sich die 
Ebenen und Punlile des Raumes zu in sicb gescblossenen Syste- 
men von 16 Ebenen und 16 Punltten. In jeder der crsten liegen 
sechs der 16 Punkte, durcb jeden der letzlern geben, sechs der 16 
Ebenen; jene aiiF einer Curve, dii^sc auf einein Kegel zweiten 
Grades. Wenn eine der, 16 Ebenen gegeben ist, so Qndet man 
die 16 Punkte, indent man die ilir in den secbs Fiindaniental- 
complexen entsprechenden Punkte und ihre in Bezug auf die zch» 
Fuiidamentalflachen genoinmenen Pole bestimint. 

Die 16 Ebenen eines solcben Systems scbneiden sich in 120 
Geraden, welche aucb die Verbindungslinien der 16 Punkte sind; 
sie sondern sich in 15 Gruppen zu 8, die je denselben beiden 
F'undameiilalcomplexen angehSreu und fiir welcbe.also die Direc- 
tricen derselben gemcinschaftlicbe Transversalen sind. 

Wenn eine der 16 Ebenen durcb einen der 60 Eeltpunkte 
der FundamentaJtetraeder gebt, so gehen die 16 Ebenen zu vier 
durch die Ecken des fraglicben Tetraeders und die 19 Punkte 
liegen zu vier in den Seitenflachen desselben. 

Wird der Complex zweiten Grades auf eines der 15 Funda- 
mentaltetraeder bezogen, so gehl nacb der Substitution 

y^ = a:^ -\- ix^, etc. 
in Art. 239. seine Gleicbung in die Form uber, welche ausser 
den Quadraten der Strahlencoordinaten — schreiben wir r,i als 
Vertreler sowobi der pa, als der j,* — nur die Doppelproducte 
von solcben etitbalt, die sich auf gegciiiiberliegende Kanten des 
Tetraeders bezieben; namlicb 
«,2'-,/ +"2.'-23' + ■ ■ ■ + "34 '34' + 2^r„,v + ^Br^,,r,s 
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la diese Form lassl sicli die Gleichung eiiits Complexes void 
zweiten Grade durcli Transformation der Coordinaten stets uher- 
I'uhren; die constante Relation der Strahlencoordinaten wird durch 
dieselben SubslituUonen in sich selbst Iransformiert. Sie zeigt, 
dass die gegenuherstehenden Kanten des Telraeders einandor als 
Polaren in fieziig auf den gegebenen Complex verlaiischbar ent- 
sprechen. Diess gilt also von alien zusammengeliorigen der 30 
Kanten solcher Fondamentallctraedcr. 

Von den 60 Eckpunkten iind 60 Seitenflaelien der Fuiida- 
nientaltetraeder entsprechen sich die ;(usammengeh5rigen gegen* 
seitig als Pol und Polarebene In Bezug auf den Complex*"). 

IJie Singuiarilalenflaclii! des Complexes voni zweiten Grade 
liann erst im zweiten Bande besprochen werdeii. (Vergl. Art. 237.) 
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X. Kapitel. 
Kegel und spharische Kegelschnitte. 



241. Wenii ein Kegel — gleichviel von welchem Grade — 
von ciner Kugel durchscf mitten vvird, welche seinen Scheitel zum 
Cenlrum hat, so vvird offfinbar iJer von irgend zwei Seiten des 
Kegels gebildete Winltel von dera die entsprechenden Punkte der 
Kugel verbindendeii Bogeu eines grossten Kugelkreises gemessen. 

1st der Kegel voni zweiten Grade, so wird die Durchsciinitts- 
curve als ein spIiSrischer Kegelschnitt bezeichnet. Die 
Analogie vieler Eigenschaften tier Kegel zweiten Grades mit ent- 
sprechenden Eigenschaften der Kegelschnitte tritt dadorch deut- 
licher bervor, dass man jene ais Eigenschaften spharischer Kegel- 
schnitte auffasst. ■") 

Genau gesprochen ist die Durchschniltslinie eines Kegels n'" 
Ordnung mit einer Kugel eine Curve 2«'^'' Ordnung, aber wenn 
der Kegel mit der Kugel concentriscb ist, so kann diese Curve 
auf unendlich vielen Wegen jn zwei symmetrische und gleicbe 
Tbeile zerlegt werden, von denen jeder als einer Curve n'^ Ord- 
nung analog belrachlet werden kann. 

Denn jedem In einer Halbkugel liegenden Punkte der Durch- 
schnittscurve entspricbt ein diametral entgegengesetzter Durch- 
scbnittspunkt in der andern Halbkugel und somit jedem Curven- 
zweig in der eiiien ein vollkommen symmetrischer in der andern. 

Dicser mehrfachen Moglichkeit der Theilung ent- 
spricbt es, dass wir einen spharischen Kegelschnitt 
ebensowohl als ein Analogon einer Ellipse als einer 
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llypei'hel belracliLeii I oiiiien Dir hej, 1 zweitt,i] (je iilt,'- 
schneidet die concentniche kiigel in zwei gleichen einindct dia 
metra! enlgegengesetzten gpschlosst neii Curven Eine der Haupt 
ebenen des Kegrlg schneiilet iieine von btidcn Cunen und die 
Betraclitong der Halbkugeln in welcbe durcli fxe die hugel zei 
I'Sllt, zeigt iins die Curve als eine geschlo^sene und der Eilipu 
analog. FQr die Halbbugelii nelclie den dieCune ^chneideuden 
Hauptebenen iles Kegels entbjtrechen liegt je eine Halfle dei zwei 
entgegengesetzlen Cunen in einer und losbesondeip bildot die die 
Focalliiiien d^s Kegels nicht enlbaltende Hauplebene fArt 151} 
Halbliugein, deren ]ede eine aiis znei enlgegengeselzlen Zwngeti 
beslehende einer Hypeibel analoge Cutve enthall 

Die Durclischniltsciir\e einei bclicbigen Flaclie z«eitcn Gra 
des rait einer concentrisclien Kiige! ist offenbar ein sphariscber 
Kegelschnitt. 

242. Man bat die spliarischen Curven vermittelst spliiiri- 
scher Coordinatensysteme untevsucht, welcbe nacb Analogic 
des Systems von Cartesins gebildet sind, Man wablte zwei sii'b 
rechtwinlilig durchscbneidende grfisste lireise OX und OTals 
Coordinatena:(en und faille von einem beliebigen Punkte der 
Kugel P Normalen PM, PN auf dieselben; da diese Normalen 
nicht, wie bei Cartesiscben Coordinaten in der Ebene, den ihnen 
gegi:naberiiegenden Seiten des Vierecks OMPIt gleicb sind, so 
ist es von unterscheidendem Einflusse in der Ausfiibrung des sph5- 
risclien Coordinateni^ys terns, ol> wir die Normalen PM, PN selbst 
oder die von ihnen in den Axen gebildeten Abschnittc OM, ON 
als Coordinaten anseben. 

Gudermann hat in seiner Abbaudlung iiber die SphariU^^) 
die Tangenten der Abschiiitte OM, ON als Coordinaten gewalilt. 

Wenn man die Tangenten ebene der Kugel im Punkte be- 
trachtet und die Scbniltpunkle Jtf,, iV,, P, der geradeu Verbindungs- 
linien des Centrums und der Punkte M, JV, P mit dieser Ebene 
bestiniD]!, so siod OM^, ON^ die Cartesiseben Coordiriafen des 
Punktes P, und zugleicli die Tangenten der Bogen 0!H, ON. Da- 
her ist die Gleicbung einer spbarischen Curve in dem Coordinaten- 
system von Gudermann in der That nur die Gleicbung der 
ebenen Curve nach Cartesiscben Coordinaten, in welcher der 
aus, dem Centrum der Kugel uber der spharisclien Curve beschrie- 
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benfi Kegel von der Tangentenebene Acs Aufangspunktes ge- 
schnitten wird. 

Und wenn wir die sinus der Normalcn PM, PN als Coordi- 
naten wSlilen, so erhellt in derselben Art, dass die Gleicliung 
einer spharischen Curve Id solclien Coordiiiaten mil der Gleichung 
der Ortbogonalprojectiou dieser Curve auf eiiie der Tangenlen- 
ebene im Punkte parallele Ebene ubereitislimmt. 

Uns sclieint es jedoch, dass die Eigenschaft en sphari- 
scber Curveii einfaclier und directer als aus den Gleicbungen 
irgend welcher ebener Curven, in die sie projiciert werden k6ii- 
nen, aus den Gleichugen der Kegel liervorgehen, welche 
sie mit dem Centrum verbinden. 

243. Wenn die Coordinaten irgend eines Punktes P der. 
Kugel in die Gleichung einer durcb das als Anfangspunkt der 
Coordinaten gedachte Centrum gehenden Ebene substituiert ner- 
deii, welcbe die Kugel in einem grossten Kreise AB schneldet, se 
bezeichnet das ResuUat dieser Substitution die LSnge der von 
P auf diese Ebene gefaliten Normalen oder den sinus des splia- 
risclien Bogens, der durch P normal zii dem grossten Kreise AB 
gel eg t ist. 

Mit Hilfe dieses Prlncips konnen die Gleicbungen von Ke- 
geln in einer Art, welche genau der Inlerpretationsmethode fur 
die Gleicbungen ebener Curren enlsprichl, als Ausdrucksfornien 
fiir Eigenschaften spbarischer Curven interpreliert werden. 

Wenn nanilich nun o ^ 0, ^ = die Gleicbungen zweier 
durcb das Centrum gehenden Ebenen bezeichnen, Gleichungen, 
die man aucL als diejenigen der durch sie in der Kugel besiimm- 
ten grfissten Kreise bezeichnen kann, so reprasentiert 

a — k^ = 
eineu grossten Kreis, fur welchen die sinus der Normalen, die 
man von einem beliebigen unter seincn Punkten auf die grossten 
Kreise a ^ 0, |S == fallen kann, in einem conslanten Verh&lt- 
niss stehen, d. i. einen grossten Kreis, dessen Ebene den von 
jenen beideu Ebenen gebildet.en Winkel in zwei Thelte zerlegt, 
deren sinus in eben demselbeu Verhaltnisse sind. 

Es bezeichnen ferner a — k^ = 0, « — k'§ = Bogeu, 
(lie mit « = 0, (3 = ein Bjiscbel von dem Doppelverhaltniss 
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k : A' Widen, und speciell k — A^ = 0, a + A(3 = Bogen, 
welclie mit Jenen cin harmonisches Buschel bestimmeii. 

£s ist zu benierlieD. dass ftir A' ills den Mittetpunkt eines 
Bogeiis AB der vierle liarmo nisei le Punkl S' zu A, A uiid B 
ein von A' um 90" enll'ernter PunlU isL. Denn wenn wir diese 
Punkte mit dem Centrum C verbinden, so isl CA' die innere und 
daher noLliwendig 0^ die aossere HalbierungsHiiie des Winkels 
ACB. Wenn umgekeiirL zwei entsprechende Punkte eines liar- 
moniscben Systems von einander um 90" enlfernt sind, so ist 
jeder von ilinen gleidi entreriit von den beiden andern Punliten 
des Sjslems. 

Endlicb mag hier erwahnt sein, dass fur x, y, z als die 
Coordinaten irgend eines Piinktes der Jiugel die Gleicbung 

«^^' + yy + ^^' = 

den gi'ossten Kreis darstellt, der jenen Punkt zum Pol hat, weil 
sie die Gleicliung dor durch das Centrum gehenden Normalebene 
zur geraden Verbindungslinie jenes Punktes mit dem Centrum ist. 

244. Nach dem Vorigen konnen wir die hei ebenen Dreiecken 
angewendele Melbode*) direct aul spbarisclie Dreiecke Qbertrageii. 

Wenn also a = 0, |3 = 0, j' ^ die drei Seiten eines 
spbariscben Dreiecks liezeichnen, so sind 
?K = m^ = 71^ 
die Gleicbungen *oii drei sich in cinem Pnnkle scbneidenden 
grSsslen Kreisen, die von den EckpnnkI.en des Dreiecks aus- 
gelien, und 

m§ -\- iiy — lc( = 0, ny -\- la — m§ == 0, la ~{- m/3 — ny == 
die Gleieliungen der Seiten des neuen Dreiecks, welches durch 
die Verbindungsbogen der Durchscbnittspimkte dieser Kreise mit 
den respecliven Gegenseilen des gegebeiien Dreiecks entsteht; 
endlicb la -j- «ij3 -|- hj/^0 die Gleichung des grSssten Kreises, 
welcher die Durchschiiitlspunkle entsprecbender Seiten dieser bei- 
deii Dreiecke mit einander verbindet. 

Die Gleicbungen a = p = y reprasenlieren die drei Haibie- 
rungslinien der Winkel des Dreiecks, nnd wenn A^ B, C diese 
Winkei selbst bezeiclinon, so isl lei(Jii. /.n erkennen, dass wie 
bei ebenen Dreiecken 

') Vergl. j.KcgelsuhniUe" Art, 5S 1". 
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ft (,0 b ^ = (jcsB:^;.cjs/ 
(lie diei Hobpn des Dieicclc* aiisdtucken 

Es bleibt feriiei waht das« npiin dit Noimalen ion den 
FckLii eines erstcn Dieiecks auf die Seiten eines zweiten silIi in 
einem Punktc schneideD auUi die Noimalen >o[i di,n Ecken des 
zweiten auf die Seiteii des erstcn duicli emen i'jnkt gelien — 
ganz me bei ebeneii Dteiecken 

Die diei durch die gegeimbcrliegeiiden Fckeii geheii len Ilal- 
bieiiingsb6gen dei '^eiten sind ausgedriKlt duitli 
ft in i = |3 sin ^ = 3 sin ( 

rtcr Bjgtn 

« sm 4 -(- (i sm P + J bin C = 
geht duicli die dici Punkte der Seileii de*; Dieiecks in denen 
jede duich die gemeinscliaftliche nalbieiun^jslime dei heiden an 
dein Seiten gesclinitten vuid d i diircli diejenigen Punkte dei 
Seiten \on dencn jeder urn 90*^ \i>n der Mille seiiiei Seite ent 
fernt ist denn 

a sin J + (3 sin £ -= 
schneidet y = in zviei Punkten welclie in BezUo auf ilire 
Durchschnittspunkle mil den Limen c = |3 ^ baimonibdi 
conjugiert sind und da del cine ion bcidcn dei Mitlelpunkt 
jenei Strecke ist so ist der indeif lucb Att 243 um 90 von 
ihm eotfernt 

Aus dem Gtsagten folgt da'ss der Diirclischnittspiinkl loii 
a sin J -j- ^ iin £ + ) sin 6 =' 
mil »o^"^ ^'^^' S^"*^ ^'^^ Dieiecks der Pol des zu die tr Stite 
noimalen und ihien Milleipunkt enthaitenden grbssten hreises 
ist und dass der Dnri.h<ichnitl4punkt der drei Normaleii die&er Art, 
d h dai Centrum des nmgesi linebenen Kreises doi Pol des 
grossten hreises 

f sin -( -f (i sin S + 3 '""i ' = " 
ist. 

Die Gleichungen der Verbindungslinien der Dreiecks-Ecken 
mlt dem Centrum des umgeschriebenen Kreises werden in der 
Form gefunden 

^ ji _ y 

sin i {£^C—AJ sin ^ [C-^A—B] sin ^ {A^£~C} 
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245. Die IJedingiiiig, uiilei' Hisldiei' nwei grossly KreiKe 
ax -^ by -j- cz ^ 0, a'x -\- b'y -\- c'z =^ 

rechlninkiig zu eiiiander sind, ist offenbar 

aa + bb' + c-;' =- 0; 
uiid die Siilistitulioii der Werlhe von a, §. y in FiiiiiMiou der 
X, y, z liefert die analogc Bedingung IQr die dui'cli 

o« 4- 6/5 + c;' = 0. aa -\- b'§ -|- cf = 
dargeslellteii grossten Kreise in der ganz der planimetriscfien eiiL- 
sprediendeii Form 

oa'+66'+cc'— (6c'+6'c)cos^— (c«'+f'«)rosi'-(aii'+«'6)cost'=0. 
In analoger Weise (Indet man den sinui^ dus diirdi eiiien ge- 
gebenen Punkt gehenden und zu deni Bogen 

flo + 6/3 + cy = 
normalen Bogens, indem man die Coordinaten des Puntilej in die 
linlte Seite diesur Gleithung etnseUt und das SnbsLilulionsresuitat 
durcli die Quadiatviiirzel von 

flS _j_ ja ^ ^3 — 2j)c cos a — 2c(^r cos M --- 2ah cos C 
dividiert. 

246. Ben vorigen Zurucliweisungen atit das ebene Dreiecit oder 
die dreiseilige Ecke schliessen wtr im Uebergange zu Gluicbuugen 
zweiten Grades eine soldie an auf die Entwickelungen des Art, 
110. uber die auf derselben hyperboloidischen Flache liegenden 
Geraden des Tetraeders. Weim man durcli das Cenlrum einer 
Kugel zn den vier Hohen des Tetraeders und den vier Erzeugen- 
den desselben flyperbuloids von dem zweilen Systcme Parallelen 
gezogen denkt, so bestimmeii dieselben acbl Punltte eiiies 
spharischen Kegelschnitts. und zwar sind die der vier ersten 
die Pole der vier Seilen eines sphSrischeii Vierecks 
und die der vier Letztern die HShendurchschnittspunklc 
der vier aus den Seiten desselben gebildeten sphari- 
schen Dreiecke. 

Piir das ebene Viereck, ah auf einer liiigel von unendlicli 
grossem Halbmesser gelegen, verschwinden die Pole der vier 
Seiten in der unendlich entfernten Geraden und die vier Hiihen- 
durchschnittspunkte liegen daiier auf einer zweiten Geraden. 
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Wir betrachtL'ii ilaiin zuerst die Gleichiiug 

ebenso wolil als Gleiclmng eiiies Kegels vom zvveiLeii Grade, fiir 
welchen die Ebenen « = 0, y = 'rangentenebeiieiieii sind, 
wahrend die Ebene ^ ^ beide Beiuhrungsseiteii derselben ent- 
lialt; wie als Gleicliung eines spliarisclien Kegelschnitts , fur deii 
die Bogen a ^ 0, y = Tangenten uiid der Bogen |5 = 
die zugehorige Beriilirmigssehiie bezeichnen. Die Gleicliuug sagt 
oflenbar aus, dass das Product der sinus der Normalen, 
welcbe von eiuem beliebigen Punkte des sphftrischen 
Kegelsclinilts auf zwei seiner Tangentenbogeu gefalU 
werden, zu dem Quadrat des sinus der von demselben 
Punkte auf den Beriihrungsbogen gefailten Normale 
in constantem Verh^ltniss stebt. 

Ebenso driidit die Gleicbung ay = /c§S aus, dass das 
Product der sinus der von einem Punltte eines spha- 
rischen liegelschnitts auf zwei Gegensciten eines ihni 
eingeseUviebenen Vicrecks gefailten iSormalen zudem 
Producte der sinus der von ihm auf die beiden andern 
Gegensciten desselben gefailten Normalen in einem 
consLanten Verhaltniss sleht. Und man leilet aus dieser 
Eigenschaft ganz ebenso wie in der Theorie der Kegelschnitte das 
Gesetz von der Gleichheit der Doppelschnitiverhalt- 
nisse der Strabienbuscliel ab, welche vier feste Punkte 
eines apharischen Kegelschnitts mit irgend einem 
fiinften Punkte desselben verbinden; ebenso nalurlicli 
auch uberlragen sidi die Beweise einer grossen Zahl anderer hier- 
mit verbundener Theoreme von den ebenen auf die spbarischen 
Kegeischnitte. 

247. Wenn c = 0, |5 = die Ebenen der Kreisschnilte 
oder die eyclischen Ebenen eines Kegels darstellen, so ist uacli 
Art. 103, die Gleicbung desselben von der Form 

a:^ -f / + ^2 = /cap, 
und die Anwendung der vorigcn Interpretation auf dieselbe zeigt, 
dasa das Product der sinus der von irgend einem Punkte 
eines spbarischen Kegelschnits auf seine eyclischen 
Bogen gefailten Normalen einen constantcn Wertli lial. 
Oder: Wenn die Basis eines spbarischen Dreieciis nnd das Pro- 
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iJULt der cosimia •iemei Seittn bekinnt Miid ao isl diii OrL sei- 
ner Spitze em tiphaiiacher Kegel schnitt, welchei diejeiugen grftss- 
teii hieise zu seinen rjclitichen Bogen hal, deren Pole mit den 
EndpunLlen del ^egebentn Basis zusammeurallen 

Die Form der GUicliung zeigt uberdiess, dass die cycli- 
schftn Bogen spharisclier Kegelschnitte den Asympto- 
len der ebenen Kegelschnitte entspi'echen. 

Aus jeder Eigeiischaft eines aptiSirischen Eegel- 
sclinitU ergiebt sich eine andere durcli die Betracli- 
lung desspharischen Kegelsehnilts, welcher dem Re- 
ciprokalkegel des gegebenen Kegels entspricbt. So 
ward im Art. 195. bewiesen, dass die cyclischen Ebenen eines 
Kegels zu den Focallinien des Reciprokalkegels normal sind. Wenn 
wir daher die Punkte, in denen die Focallinien des 
Kegels die Kugel schneiden, die Brennpunkte des 
spbdrisr.ben Kegelscbnitts nennen, so ergiebt sich aus 
der in diesemArt.bewiesenenEigenscbaft die andere, 
dass das Product der siaus der Norinalen, die von den 
l>eiden Brennpunkten auf irgend eine Tangente eines 
spharischen Kegelsclinitts gefallt wcrden, von eonstan- 
tem Werthe ist. 

248, Wenn irgend ein grosster Kreis einenspha- 
riscben Kegelschnitt in den Piinkten P, Q und die 
cycliscben Bogen desi^elbenin denPiinkten^, ^scbnei- 
del, so ist AP = BQ 

Diese Cigenfcbaft spbiriscliei kegelscbnitte ergiebt sitb iiif 
demselben Hege au"; dera im letzteii Ait Bewiesenen, Hie die 
enlsprechende Eigenschan dei ebenen HjpeibU beniesen ist Di'* 
Verballniss dei snmi der ion P und auf a = gefallten Mor 
inalen ist dem Verblltniss del iinus del [\oimaleu gteidi uelclic 
vnn Q und i> ant j3 = U gefallt nerden und da jene ersteien 
Normalen in dem Veihaltni'^s sm AP sin JfJ zu einandei sleben 
so ist 

sm AP sin AQ = sin BQ sin BP 
woraus leicht die Gleidiheit 4P = BQ lolgt 

lis entspricbt dieser Eigenscball ferner die reciproke, dass 
die zwei von irgend einein Punkte an einen spbari- 
schen Kegelscbnitt gezogenen Tangenten mit denje- 
nigen Bogen gteiebe Wink el einscli I lessen, w el c be die- 
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sell I'uukt mit den beiden Breiin|iijnl(ten dessclbeii 

249. Es isL eiii specieller Fail des im Art. 248. gegebeneii 
Theorems, dass der zwisclien den beiden cycliscbeii 
Bogcn eines sphariscbeii Kegelsclinitls liegende Theil 
einer Tangeiite dessetben ini BerulirungspunkLe bal- 
biert wild. 

Man katin diesen Satz aiich mittelst der Melhode dus Uneiut- 
licbkleinen aiis dem des Art. 247. entwiclieln, oder ibii endlicb 
direct aus der Form tier Gleicbung der Tangente 

2 [wx' + yy + zz) = k [^'^ + a^') 
ableiten. Deiiii diese Form zeigt, dass die Tangente in irgeml 
eiiiem Punkte construirt wird, iiidem man diesen Piinld mil dem 
Durchschnilt seiner nacb Art. 243. durch 

'"' + m + =' - 

dargesteliten Polare rait der Geraden 

«'^ + <./!' = 
verbindet, wclchc letztere Linie die vierte Harmonikalc m den 
cydischen Bogen a = 0, j5 ^ und dem nach ihrem Durcii- 
schnitt vom gegebenen Punkte aus gezogenen ist. Da nun der 
gegebene Punkt von dem ihm harmonisch conjugierten in fiezug 
aiif die beiden Durchscbnittspunkle seiner Tangente mit den cy- 
rliscben Bogen des KegelschniUs urn 90" abstebt, so ist er von 
diesen PunkLen selbst gleichweit entfernt. (Art. 243.) 

Nacli dem Gesetze der BeciprocitSt entspricbt dem sneben 
eiorterlen Satze der andere, dass die Verbindungsiinien 
eines Punktes eines spbarlscben Kegelschnitts mil, 
den beiden Brennpunkten desselben gleiclie Winkel 
mit der Tangente des Punktes einacbttessen. 

250. Aus dem Umstande, dass der in einer beliebigen Tan- 
gente durcb die cydischen Bogen bestimmte Abschnilt im Be- 
ruhrungspunkte balbiert wird. kann durcb die Metliode des Un- 
endlichkleinen [vergl. „Kegelsclm," Art. 263.) direct erkannt ner- 
dei), dass jede Tangente eines spharischen Ke^el- 
sclinitts mil den cydischen Bogen ein Dreieck von 
constanlem Inhalt bildet, oder eln Dreieck, fiir wel- 
ches die Summe der Basiswinket unveranderlicb isl. 
Man erkemit dieseihe Wahrheil Irigonomelriscli daiaiis, dass das 
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Product der sinus der aiif die cyclischen Bogen gef&llten Nor- 
malen constant iat. Denn wenn wir den Abschnitt der Tangente 
c und die von ihr mil den cyclischen Bogen gebUdelen Winkel 
A itnd B iiennen, so sind die sinus der Normalen anf a inul |3 
respective 

sin ^ c sin J, sin ^ c sin £; 
und fur das Dreieclt von der Basis c und den aniiegenden Win- 
lieln A und B giebt die S|)hariscbe Trigonometric 

sin* ^ c sin ^ sin .B = — cos S cos (S ■ — C), 
und da C bekannl isl, so ist audi S, die liallie Sunime der Win- 
kel, bekannt. 

Bas Geselz der Beciprocilat ergicbt dann weiter, d.iss die 
Summe der Bogen constant ist, welclie die Brenupunkte 
mit einem lieliehigen Punlite des spharischen Rcgel- 
sclinitts verbinden. 

Diess Ergebniss- kann ilberdiess durch die Methode des tJn- 
endlicbkleinen aus dem Satze abgeleitet werden, nacb welchem 
die Focalstrahlen des Beriibrnngspunktes mit der Tangente gleiche 
Winkel Widen.*) 

251. Wir konnen umgeltehrt den Ort eines Punktes auf 
der KugeiflSclie busUmmen, fiir welclien die Summe sei- 
ner Entfernungen von zwei festen Punkten der Kugel- 
flitche constant ist. 

Bie Gleichung cos [q -j- p') = cos a Itann in der Form 
cos* () -|- cos' 9^2 cos p cos e' cos a = sin* a 



"] Man kann hierbei besonders deutlieh sehen, dass ein spliJlvisclier 
Kegelsehnitt ebenso wohl als Ellipse, wie hIs Hyporbel betrachtet war- 
den kann. Jede der Focallinien sohiieidet die Kngel in awe! dinmetrnl 
cntgegengesetzten Punkten, Wenn wir dann zwei von ihnen ala Brenn- 
pnnlite wiiMen, welelie in einer nnd deraelban von den geschlossenen 
Curven liegen, welclie der Kegel mit der Kngel bestiramt, so ist die 
Summe dec Focal diatnnzen constant. Wenn wir aber fUv eine der Fo- 
caldiatauzen FP die auf den diametral entgegengesetzten Pankt beKiig- 
liehe einfuhren, eo ist wegen F'P •= ISO" -- FP die DifferenE der 
Focaldistanzen constant, 

Wir erkennen in derselben Art, dasa eine verilnderliche Tangente 
mit den oycliaolien Bogen Winkel bildet, deren DifferenE constant ist, 
ivonn wir fiir einen der im Aiifange dieses Artikels betrachleten Win- 
kel sciiti Supplement rJnfiilireu, 
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gescliriebcn werdeii. Wenii dahci « = ^ = die FbLncii 
bezeicliiien, welche die Polarebeneii dei znei gegebenen Piinkte 
sind, so Jst wpgen a ^ cos 9 die (jleifbun^ dea Ortcs 
«2 ^_ |32 — 2c(j3 cos a = sill" « (r^ + y + ^) 

Und um m beweisen dass die Ebeiieii « = (5 = zu 
den {''ocalliuieii dieses Ktgel': normal sind hat man uut /u i^cigen 
dass die zu ciner von diesen Ebenen pdullelen ScbiiiUe iti rln 
NDrmalliniezu ibr cinen Biennpiinlit hahen '^lll(l also« =0 a =^0 
zwei Ebencn, welcbe noimdl zu einander und zui Ebene a = 
sind, also durch die Linie hindiirchgeben, dercn Cbarakfer als 
Focaliinic n\r nachweiseii wollen, so ist wcgen 

^' + 9' + .' ™ „■' + „-! + „"= 
die Gleichuiig lies Ortes 

sill' « («-' + .'■>} _ (^ - « cos «)=. 

Wcnii dieser Ort dann dnrcb eine zu « = parallele Ebene 
gescbiiitten nird, so ist dui'cb «'' -j" ""^ ^'^^ Quadrat der Ent- 
fernung eines Puidites diesua Schnittes vom Duichschnitt von 
a =: 0, a" = ausgedriickt, und vvir selien, dass diese Enl- 
fei'iiung zu deijenigen Entfcrnuug in eiiiein oonslanten Verbaltniss 
stebt, in welcher er von der Durch schnittslinie derselben Ebene 
mil ^ — n cos « = ist. Diese Linie ist daher die Directrix 
des Schnittes fur dcu Punkt (a, a") als Biennpuiikt. 

Wir crkennisn so aucb, das die allgenieine Gluichuiig eines 
liegels, welcher die Linie sri/ lur Focaliinic bat, von der Form 

„' + >,'_ 1.0, + b,+ cif 
ist; und folgern daraus sodann, dass dor sinus der Entfer- 
nung eines Punktcs eines sphSrischen Kegelscbnitts 
voiii Brennpunkte zu dem sinus der Entrernung des- 
selben Punkles von einem gewissen Directrix-lSogcii 
in conslantem Ver!ialtniss ist. 

252. Irgend zwei vcrandcrliche Taugentcn schnei- 
den die cyclischen Bogen in vier Punkteu, weiche in 
einem Kreise licgen. 

Denn wenn die Gleichungen i = 0, M = 0, R = Q zwei 
Tangenten und ihrcBeriibrungssebnc reprasentieren, so isiLM^R^ 
die Gleichung des spbariscben Kegelsclniitls. Da sie aber init 
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ideutiscli sein muss, so ist njS — LM rail x^ -\- y^ -{- z' — R'' 
idenliach; und wahrend die letzlere Grfisse, gleicb Null gesetxt, 
einen kleineii Kreis darstellt, welchor mit M = dcnselben Pol 
hat, so zeiget die Form k|5 — IS} = 0, dass dieser Kreis dem 
Vierseit aLpM umsclirieben ist. 

Die Reciprocitat ergiebt, dass die Focalstralilen zweicr 
Punkte eines spharischeii Kegelsrhnitts ein spbiiri- 
sches Viereck biiden, weJches einem kleitien Kugel- 
kreis umgescbrleben ist. 

Alls dieser Eigenscliaft kann dann niiUelst der Bemerkiing, 
dass die Summe oder Differenz zweier Gegenseiten in einem sol- 
clien Viereck der Summe oder Dilferenz der heideti andern Gegen- 
seiten desselben gleicb ist, der Satz abgeleitet werden, dass die 
Summe oder DiTferenz der Brennpunktsdistaozen Ciir 
die Punkte einer sphfirischen Ellipse constant ist. 

253. Alls den soeben fiir Kegel beniesenen Eigenscbafteii 
koiiuen ferner Eigenscliaften abgeleitet werden, welche alien 
Flaclieo zweiten Grades angeboren, Z. B.: 

Das Product der sinus der Winkel, die eine Er- 
zeugende eines Hyperboioids mit den Ebencn der Kreis- 
sclinitte bildet, ist constant. 

Demi unter den Erzeugenden des Asymptulenkegels ist eine 
zii der betiaelitcten Erzeugenden dcs Hyperboioids parallel und 
die Kreisscbiiiltc dieses Kegels siiid dieselbeii wie die des Hyper- 
boioids. 

Da ferner die Foeallinien des Asymptotenkegels die Asymplo- 
ten der Focalbyperbel sind, so folgl aiis Art, 250., dass die 
Summe oder Differeuz der Winkel constant ist, welche 
eine Erzcugendc des Hyperboioids mit den Asympto- 
ten der Focalbyperiiel einschliessL. 

Ferner, wenn fur einen Cenlralschnitt einer Flache 
zweiten Grades eine der Axon gegeben ist, so ist da- 
mit die Summe oder Differenz der Winkel gegeben, 
welche seine Ebene mil den Ebenen der Kreisschnitle 
einsehliessl. 

Denn nach Art. 102. herilhrt die Ebene eines t^entralschnitts 
von gegebener Axe einen mit der gegebenen Fliiche concyclischen 
Kegel und das eben ausgesprochene Theorem ist daher eine Folge 
von Art. 251. 
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W'ir liuliommen abcr fur die Summe oder DilTerenz dieserWin- 
kel eineii Ausdruck in FuDction der gegebeiien Axe, iridem wir 
den (lurch ihre grosste und kleinsle Axe gchendcn Ilauptschnitt 
der Flache betrachlen. Wir iirhalten die oyclischen Ebenen, wenn 
nir in denselben die Halbdurcliiuesser OB, 0^ eintragen, deren 
Lnngen der mittleren Halbaxe b gleich sind. Die durdi diese 
Linien und normal zur Ebene der Figur gelegten Ebenen siod die 
cycliscben Ebenen. 

FGr irgend einen Halbdurchmesser a, der v\g. la. 

mit OC den Winkel n cinscbliesst, gilt danu 
die Relation 

1 eos- a , siii^ a 




Nun ist der Halbdurchmesser a oiTenbar A 
Schnittes, welcher durcli ihn normal ziir Ebene der Figur gelegt 
wird, und a ist lur '/ > b die halbe Summe der Winkel BO^ 
und B'OA', weldic die Ebeno des Schnittes mit den cycliscben 
Ebenen bildet; es ist dagegen fur a < b, well alsdann OA' 
zwischen den Linien OB und OB' gelegen ist, die halbe Diiferenz 
derselben Winkel. Und diese Summe oder Differeiiz ist fiir alle 
Schnitte von derselben Axe dieselbe. Sind daber a, b' die Axen 
eines CentralschniUes niid 6, 9' die Winkel, welchc cr mit deu 
cycliscben Ebenen einscbilesst, so baben wir 

i^ _ co .H(g-^) , «!"'iJz_I) 

Dm'ch Subtraction eiitspringt daraus 

1 1 (\ ^\ ■ r ■ M 

-■}.-. — —^. =^ -^ — -.7 1 Sin S Sin 8, 

d. h. die Difi'erenn der Quadrate der reciproken Wer- 
the der Axen cincs Centraischnittes ist dem Product 
der sinusder Winkel proportional, welcUe seineEbene 
mit den cycliscben Ebenen der Flache einschliesst. 

254, Wir salieu im Art. 249., dass fur zwei spliariscbe 
Kegelscbnitle von denselben cycliscben Bogen der in 
einer Tangente des einen vom andeni bestimmte Abschnitt im 
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Beruliiungspunkte Iialbiert wird, uml erUennen ilaraiis (lurch die 
Melhode (lea Unendlichkleinen, dass die Tangenten des einen 
im andern eiii Segment von constanter Flache beslim- 
meii. (VKi-gl. ..Kegelsphn." Art. 263.) 

Wenn ferner zwei spliiirisclie Kegelsclmi tte dicsel- 
ben BrennpuiiUte Iiabeii, so sind (iie Tatigedlui], wolclic 
man dui-ch irgend einen Puiikl des aussern von ibtien 
iiacb duminnern Ziehen kann, gleicbgeneigtgegendie 
enlsprechende Tang en tc des evsteren in jenem Punkte; 
iHjd es ist daher nadi der Methode des Unendliehkleineri (a. a. 
0. Alt. 266.) der Ueberscbuss der Summe dieser zwei 
'I'angenten ttber den zwisciieii ihrcn [teruhrungspilnli- 
ten gelegenen Bogen desinuerii Kegelscbnitts tjoiistaiil, 
Man erliennt diess Tbeorem als das reciproke von dem, welches 
wir im Eingange des Artikels aussprachen imd als solehes ist os 
in der Tbal ziierst crbalten worden,^^) 

255. Man soil denOrt des Durchschnilts von zwei 
sich rechtuinklig durclischneidenden 'I'angenten eines 
s|)hariscben Kegelscbnitts bestiniinen. 

Die Aufgalie isl ideutiscb mit der anderen aul' Kegel beziig- 
ticheti, nelcbc den Kegel zu be&limnien vcrlangt, der von der 
llnrcbschniUslime zweier zu einaiider reclitwhikliger Tangenten- 
ebenen eiues gegebenen Kegels 

?L _L t. J.- — ^{) 

A " Tl ^ 
erzeugt wird. Sind nun die Richtitngswinkcl der PJorinalen zii 
diesen Tangenten e ben en 

"', i5-, /: «", If, y", 
so erfnllen sie die itelationen 

A cos^ a' -\- B cos' |3' -f- C cos' y ==■ 0, 
A cos'^ k" + B cos* /5" -f C cos* y" = 0; 
und wir crhalten uberdiess Tiir a, §, y als die Richtunggninkel 
der ihnen geineinschaftlicfaen Normalen die andern Relationeii 

i;(js'' « == ] ~ cos^ K -— COS* a", etc., 
so dass die Gleicbung des Orles dnrcb Addition der vorigen Gleich- 
ungen in der Form 
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Ax'' + £},' + Cj2 = (J + £ + C) (^-^ + y^ + i^) 
gefunden wird. Derselbe ist dalier ein mit dem Recipro- 
kalkegel des gegebeiien concyclisclier Kegel. 

Es enlspricht dicsem Ergybniss das reciproke, dass die 
Eriveloppe ciner Seline von 90" in einem spliarischeii 
Kegelscliuitt ein mit dem Reciproken dcsselben con- 
focaier spliarischcr Kegelschnitt ist, 

256. Man soil den Ort der Fusspiinkle dcr Norma- 
len fiiiden, vvelche voii deui Brennpunkt eines splia- 
ri sell en KcgelscbiiiUs auf seine Tangenten gefallt 
\v e !■ d e n. 

Die Metbode znr Beanlworlung dieser Fiage ist ganz dieselbe, 
wie sie bei der entspreclienden Aiifgabe der analytisclien Geome- 
Irie der Ebene angewendet wird und die Verseldedenheit triLt nur 
in der Interpretation des Resultats hervor. 

Wenii die Gleichung des sphariscben Kegelscbnilts iiacb Art. 
251. in del' Form 

a:^ + ./ = ll {I = ax + by + cz) 
gesdirieben Mird, so ist die Gleichuog der Tangenle 

XX- + yy = tf 
und die durch den Punkt a,- = 0, y = geliende Normale dieser 
Linie ist durch 

(a;' — „(') y ^(y- - bl') x =---. 
ausgedriitkt. Die Einftihrung der aus dieseii Gleicbungon fiir x, y , i' 
sich ergebenden Werthe in 

^■' + s' = (' 

liefert fiir deii gesuchlen Ort die Gleicituiig 

(a.' + ,') {(.! + »'_!) (x> + ,/) + 2cz [ax + by] + cV} -0, 
in welcher die in den Klammern steiiendu Grosse, fiir sich mit 
Noll verglichen , einen Kegel bezeicbnet , dcssen Kreis- 
schnitte der Ebene z parallel sind. 

257. Wlr haben im Art. 244. erkannt, dass die Reiatiow 

K sin ^ + /? sin S + j^ sin C == 
nicht wie in der Ebene einc identische Relation zwischen den 
Normalen von irgend oinem Punkte aus ist. Es bleibt daher noch 
zu untersuclien , wie die von irgend einem Punkte auf 
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drei feste grossti; Kreise gefallten Normalen verliiiii- 
den sind. Wir haben jedoch diese Aurgabe implicite bereits 
gel6»t, da jede der drei Normalen das Coinplemenl einer der drei 
Entfernungen desPunktes von den Polen der Seiten des Pundamen- 
taldreiecks ist. 

Sind daber durch a, b. c die Setten, durch A, B, G die 
Winkel dieses Dreipcks bezeichnet, so sind die sinus k, /?, y der 
von irgend einem Punkt auf die Seiten gelaliten Normalen diircb 
die folgende Relation vereinigt, die nur eine Transformation der 
im Art. 54, gegebenen ist, 

c* siii"^ A -\- ^"^ sin* B -\- y^ sin' C 
-\- 2/5}'sinj5slnCcos« 4-2yasinCsin jlcoafe + ^^l^sin Asia B con c 
==11 — cos* A — cos* B -— cos^ C — 2 cos ^ cos B cos C 

In dieser Form reprasenllert die GJeicbiiog eine zwiscben den 
sinus der drei Bogen or, ^, y bestehende Relaliou. 

Wenn wir eine Relation nwischen den Normalen ei'liall(!n 
wotlen, weiche von einem Punkle der Kiigel auf die durcb 

„ = 0. |S = 0, y = 
dargestellten Ebenen gefatit werden, so liahen wir nur die recbte 
Seite der vorigen Gleichnng mil r' zu niultiplicieren und erkenncn, 
dass diese Gleichnng in a, §, y die Transform a lion der elenien- 
taren Relation 

^^ + y^ + ^' - '■' 
ist. 

Es erliellt daraus, dass die liiike Seite der vorigen Gleichnng, 
I'iir sicli mit Null verglichen, eine Transformation von 

^2 _,. y2 + ^2 _ 

und daher der Ausdruck des imaginaren Kreises ist, in welchem 
zwei concentrische Kugein sich schneiden, niit andern Worten 
der Ausdruck des imaginaren Kreises im Unendlichen. 
(Vergl. Art. 139.) 

258, Diese Gieichuug crlaubt «ns, die GUiebung der 
Eugel zn entwickein, die einem gegebcncn Tetraeder ein- 
gescbrieben ist. Wir bezeichnen durch 

seine Flachen, und denken durch das Centrum der Rugel parallel 
zn den drei ersten unter ihnen Ebenen gelegt, so dass die von 
einem Punkte der Kugel auf sie gefalllen Normalen die Werthe 
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tt — r, p — r, y — r erlialteii. Die GleicViung dcr Kugel isC 

[cv — r)- Bin' -4 + {/3 ~ r)^ sin- B -{- elc. 
== r^l — cos^ A — cos' ^ — cos' C — 2 cos ^ cos B cos C). 

SiiiJ daiin Z, 3/, iV, P die Iiihaksz allien der vier Flachen, 
so gilt dii! Idcniiiat 

i« + iy|3 + iVy + Pd = r (i -f M -|- iV + P); 
Hir kftnnen mit Hilfe derselbeii r eliiiiiniercn un(! das Resultat 
ist auf die Form des Art. 229. reducibel. 

259. Die Gleichung eines Leliebigeu kieineii Kugel- 
kreiscs oder audi eines geraden Kegels wird leichl ge- 
fundeu. Der sinus der Entrcrnung irgend eines seiner Punkte von 
der Poiare des Centrums ist constant, d. It. wenn r = diese 
I'olare bczeiclinet, ist die Gleichung des Kreises 
„a = cos^ Q (a;' -\- t/ + z^}. 

Da iiieroacL alle Kreise der Kugel, nelche niclil grijsste 
Kreise sind, dutch Gleicliungen von der Form 

gcgeben sind, so siud alle ihre Eigenscbaften spccielle Falle von 
denen der Kegelschnitte, die mit eincm gegebcnen Kegelscbiiilt 
eiiie doppelle Beriibrong baben. 

Man kann leicbt die Theorie der Invariauten auf 
solcbe kleine Kugelkrcise anwenden. Sind 

^' + ^/' + s'' " «necV = 0, (S=-0), 
a:' + S'' + i' — ^' sec' ?' = 0, (S' = 0} 
znei Kreise, so bilden wir die Bedingung, unter welcher 

AS + S' = 
in lineare Facloren zerfallt. Fur die Form derselbeti 
A:^^ + A ' + k 0' 4- z/' = 

^ = — tan' Q, A' = — tan' ?' 
= sec' Q see' ^ sin' J) — 2 tan' p — tan' $', 
&' = sec' Q sec' q' sin' D — 2 tan^ p' — tan' p', 
for J> alg die Entfernung der Centra. Fur zwei Kreise in einer 
P^bene sind die cntsprechenden Werthe 

z; = — r', J' = — r'', 
& = i)2 — 2*-' — /', 
0' = i>' — 2/' - r\ 
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VVemi dalier eitit; Invariaiileii-Relatioii zwiacheii zwui Rreiseii 
ill der Ebeiie als eioe Funclioii ilirer Ualbmesser uniJ ihrer Cen- 
Lraldistanz ausgedrQckt ist, so wird die enlsprechende Relation fiir 
zwei Kreise eini?r Kugel aus ihr erhallen, indera man fiir 
r, r, D difl Wertlie fang, Ian ^', sec$ step' &mD 
einseUt. 

So beriihreii sich zwei Kieise in eiiier Ebcne, wenn die Dis- 
crimitianle der obigeii cubisclien Gleicliung verscbwindut und die 
Bedingutig der Beriilirung ist dabcr 

ciUweder i) = oder D ^■■■= r -}■- r. 
Di(! der leUteren Bediiigiiiig enlsjireehetulo Rulaliuii fiir Riigei- 
kieise ist daber 
tan 9 H- tan / = sec p sec p' sin !> oder siji 1) = sitt {p -4-- ?')- 
Wcnit ferner zwei Kieise in einer Ebene dem namlickeii 
Dreieck respective eingescbrieben und mngesclirieben sind, so 
besteht die Invarianten-Gleichung 

0^ = 4^0' 

und es entspriiigt aus ihr ztvisclien den Halbmessorn und der 
Centialdistanz beider Kveise die Relation 
i)2 = J£a — 2Rr. 
Ihr enlspricht fiir den eingeschriebenen und den lungeKclirie- 
benen Kreis eines sphariscben Dreiecks die Relation 

sec^ P sec' q siii'^ D = tan' P ■— 2 Ian P tan p. 
Wir kJtnnten in derselben Weise die zwisclien dem einge- 
schriebenen und umgeschriebenen Kreise eines spliarischen Poly- 
gons beslebende Relation entwickeln. 

260. Nach Art. 257. ist die Gleicbung. eines kleinen Kngel- 
kreises oder eines geraden Kegels in trimetriscbeu Coorilinaten 
nothwendig vun der Form 

.' sin= A + p sin' B + f sin' C 
+ 2(Jj'sinffsinecos« + 2yasinCsin^cosft + 2B^sin^ami?cos,; 
- (ta + Mf + »,)". 

Wenn nun der betracbtete Kugelk e de F idamen- 
taldreieckajSy unigeschriehen ist "^o mi sie i die foefficien- 
len von a*, j5*, y^ verschwindcn unl *i nu'sei lal er 
;a + mj3 + ny = a sin ^ 4- p b P -\- } 
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liaben, d. h, wie scbon vorher bewieseti ist, diese Gleicliimg re- 
prasentirt die Polare des Centrums des iinigeschriebenen Kreises. 

Die Subsliliition der Werlhe sin A, sin JB, sin C ftir I, m. n 
liefert die Gleichiing des betrachteten Kreises in der Form 
^y tau -| a -|- ya (an -J- & + "^ tan ^ c ^ 0. 

Die Gleicbung des eingeschriebeuen Kreises wird genau in 
derselben Form erliallen, wie in dem Falle der ebenea Drelecke, 
namlich in der Form 

cos^^/(^ + cosi5/(^ + cos i C^{^=0. 

Die Tangenliaigleichung eines icieiuen Kreises kann entweder 
durtb Bildiing der Reciproken von der im Anfang dieses Art, 
gegebenen oder diret^t aus Art. 245. abgeleitet werden, indem 
man aiisdrtickl, dass die Senkrechte vom Centrum auf 

H + nf + tr-o 

constant ist. So erliiilt man fiir die Tangentialgleicbung des Kreises 

vom Ceiifrum a', /?, / u'nd vom Radius g 

sin^ P {i- + ii' + £^ ~ 2 j;£cos ^ — 2 ^^ tos B — 2 'grj cos C) 

eine Form, die nac'h Art. Si59. auch zeigt, dass jeder Kreis mit 
dem imaginaren Kreis im Unendlicben eine dnppelte Bcrubrung bat. 

261, Wir ivollen diese Ergebnisse zur Unlersuchung iler 
von Hart gegebenen Uebertragung des Satzes vom 
t'euerbach'schen Kreise auf spbarische Dreiecke an- 
wenden. Das bezuglicbe Tlieorem bebauptet, dass die vier ein- 
geschriebeuen lireise eines spbarischen Dreiecks von 
einem und demselben funften Kreise beriibrt werden. 

Man arbeitet am bequemsten mil den Tangenlialgleicbungen. 
Die Tangentiaigleichungen der Kreise, welche die Seilen des 
Fundamenlal-Dreiecks beruliren, sind, weil sie die Glieder |^ ij^, 
^' nicht enthalten durfen, olTenbar 

. 1^ + 'J^ + f^-27,r cos l—m cos5-2|^cosC=(|±^ + £)^; 
Oder 

1) ni cos^ \ A-\- tl cos^ ^ B -\- %fi cas'' \ C = 0, 

2) ■^f cos^ \A — tl sin' -in — In sin^ i C -= 0, 

3) — lit sin^ I A -\- ti cos* \ B — %ii sin^ ^ C = 0, 

4) — i!f sin^ -\A~t'^ sin* ^ B -\- In cos* ^ (7 = 0; 
und diese Kreise werden alle durch den Kreis 
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